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H. FORTAK
Prinzipielle Grenzen der deterministischen Vorhersagbarkeit
atmosphdrischer Prozesse
Zusammenfassung

Nach einer Diskussion der Begriffe deterministische sowie stochastische Vorhersage wird
aufgezeigt, welche speziellen Bedingungen in der Atmosphire eine deterministische Vorher-
sage prinzipiell als unméglich ausweisen. Ein Uberblick und eine kurze Erérterung {iber die
Entwicklung der Behandlung des Problems der Vorhersagbarkeit in der Meteorologie leiten
dann iiber zu einer Diskussion moderner Konzepte der stochastischen Vorhersage, deren
Grundgleichungen fiir den allgemeinen Fall dreidimensionaler atmosphirischer Bewegungs-
vorginge angegeben und diskutiert werden.

Abstract

Following a general discussion on deterministic and stochastic prediction it is demon-
strated which special conditions in the atmosphere make a deterministic prediction prin-
cipally impossible. A review on the treatment of predictability in the metfeorological litera-
ture is given, and modern concepts of stochastic dynamic prediction are described. The basic
system of stochastic equations are derived and discussed for three-dimensional atmospheric

motions.

1. Das Spekirum atmosphiirischer Prozesse

Ordnet man alle bekannten atmosphirischen Bewe-
gungsformen und Prozesse nach ,Scales® beziiglich der
zeitlichen Perioden und der rdumlichen Wellenlidngen,
dann erhilt man ein kontinuierliches Spekirum, sozu-
sagen ein ,Scale“-Chaos, welches eine klare Abgrenzung
von ,Scale“-Bereichen, und damit eine Klassifizierung
der Prozesse oft sehr erschwert. Hieran sind vornehm-
lich die nichtlinearen Wechselwirkungen zwischen den
Prozessen verschiedener ,Scales® wverantwortlich, die
sehr starken rdumlichen und zeitlichen Schwankungen
unterworfen sind. Trotzdem 14Bt sich aus der Unter-
suchung von Windspektren und der systematischen
Auswertung wvon Satellitenbildern in Hinblick auf
rdumliche Strukturen von Wolkensystemen eine sche-
matische Anordnung der wichtigsten atmosphérischen
Bewegungsformen und Prozesse in der Weise vorneh-
men, wie es das ,Scale“-Diagramm der Abbildung 1
(T) erkennen ldBt.

Der in der Abbildung verwendete Begriff eines cha-
rakteristischen ,Scales* bezieht sich auf die Grélen-
ordnung der riaumlichen Strukturen bzw. der zeitlichen
Abliufe der eingezeichneten Phiinomene, Im groBriumi-
gen ,Scale” sind Wellenléinge und Periode planetarischer
Wellen als charakteristische ,Scales” zu verwenden, im
kleinrdumigen ,Scale” die Dimensionen und Lebens-
dauern turbulenter Wirbel. Die Schraffierung deutet
sehr schematisch an, in welchen ,Scale“-Bereichen sich
die spektrale kinetische Energie meteorologischer Pro-
zesse vornehmlich befindet.

Darstellungen dieser Art, zuriickgehend bis in die
frithen filinfziger Jahre (12), (13), besitzen nicht nur ho-
hen didaktischen Wert (25) in Hinblick auf das Ver-
stiindnis dessen, was es in der Atmosphire an ,,Scale“-

Wechselwirkungen geben kann, sondern beleuchten zu-
gleich das Problem der Vorhersagbarkeit dieser im
Diagramm eingezeichneten Phinomene,

2. Deterministische und stochastische Vorhersage

Angesichts der Breite des Spektrums atmosphérischer
Prozesse ist es erforderlich, den Begriff einer Vorher-
sage weiter zu fassen, als es uns aus der Sicht der tig-
lichen Wettervorhersage gelaufig ist. Zeitlich {iberdeckt
der Vorhersagezeitraum den Bereich von vielleicht einer
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Schematische Darstellung der charakteristischen Lingen- und
Zeit-,Scales” sowie der energetischen Besetzung filr verschie-
dene besonders wichtige Bewegungsformen und Prozesse in-
nerhalb der Atmosphiire. Die kleinen Kreise stellen jeweils die
charakteristische Geschwindigkeit 10 m/sec. dar (7).
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Stunde (bei der Flugberatung) bis zu wvielen tausend
Jahren (bei der Vorhersage von Klimaiinderungen) und
rumlich wird ein Bereich von weniger als einem Kilo-
meter (Vorhersagen fiir den Weinbau) bis hin zur glo-
balen Erstreckung der Afmosphiire iiberdeckt. Auch die
Zahl der zu prognostizierenden Variablen ist gréfer als
konventionell angenommen. Vorhersagen der Art und
Konzentration des Aerosols, des natiirlichen und kiinst-
lichen Staubes, der chemischen Luftverunreinigungen
und deren chemischer und photochemischer Wechsel-
wirkungen untereinander sowie mit den Bestandteilen
der Luft und schlieBlich der spektralen sowie rdum-
lichen Verteilung der Wolkenelemente stehen in Zu-
sammenhang mit Vorhersagen der Strahlungswechsel-
wirkung zwischen den verschiedenen Komponenten des
Systems Sonne-Atmosphire-Festlinder-Wasserflichen-
Eisflichen. Auch der Begriff der Genauigkeit einer Vor-
hersage ist nicht eindeutig definierbar, sondern héngt
stark von der Sensibilitat des Systems in dem betref-
fenden Bereich des Spekirums der Phiinomene ab.

Der Wert synoptischer sowie statistisch-klimatologi-
scher Vorhersagen fiir alle Bereiche des &ffentlichen
Lebens ist unbestritten. Die mathematisch-physikali-
sche Vorhersage dagegen hat im Laufe dieses Jahr-
hunderts verschiedene grundlegende Wandlungen und
Bewertungen erlebt. Der Optimismus in Hinblick auf
eine miégliche deterministische Vorhersage (1) nach dem
Schema: ,exakter Anfangszustand” plus ,exakte ma-
thematisch-physikalische Beschreibung des Gesamft-
systems® plus ,exakte mathematische Ldsungsverfah-
ren” gleich ,exakte Vorhersage® bestimmter Prozesse
im ,Scale“-Diagramm (oder aller gleichzeitig) wich
mehr und mehr einem ausgeprigten Pessimismus, aus-
gelost durch das verungliickte erste numerische Ex-
periment (19) und verstirkt durch die Untersuchungen
tiber die Unméglichkeit exakter Vorhersagen fiir Teil-
gebiete der Erde (5). Mit Beginn der fiinfziger Jahre
wendete sich das Blatt wieder zugunsten der mathema-
tisch-physikalischen Vorhersage, als die numerischen
Kurziristvorhersagen fiir groBrdumige atmosphirische
Bewegungsformen immer erfolgreicher wurden. Schwie-
rigkeiten traten jedoch sofort wieder auf, als versucht
wurde, mittel- und langfristige Vorhersagen flir den
groBriumigen ,Scale” in gleicher Weise zu erstellen.
Die durch alle subsynoptischen Prozesse des ,Scale“-
Diagramms verursachten nichtadiabatischen, mit War-
meumsatz verbundenen Effekte machen sich nach zwei
bis drei Tagen dynamisch bemerkbar und fithren so zu
Wechselwirkungen mit dem synoptischen ,,Scale®.

Es ist somit ersichtlich, dall der Begriff eines ,exakten
Anfangszustandes” weder definierbar noch mefbar ist.
Jeder mit noch so aufwendigen Melsystemen ermittelte
Anfangszustand enth#lt Fehler in allen Bereichen des
Spektrums der Phinomene, besonders aber im Bereich
der subsynoptischen. Infolge unserer ungeniligenden
Kenntnis auf dem Gebiet der atmosphirischen Turbu-
lenz aller ,Scales”, der Physik und Dynamik der Wol-
ken, der Wechselwirkungen zwischen den Prozessen
verschiedener ,Scales™ sowie auf dem Gebiet der Aus-
16sung und nichtlinearen Wirksamkeit der Kaskade
von Instabilititen (Phaseninstabilitit des Wassers, kol-
loidale Instabilitiatinden Wolken, konvektive Instabilitit,
barotrope und barokline Instabilitit im Wellenregime
der planetarischen Zirkulation, Instabilitit des Klimas)
kann auch wvon einer ,exakten mathematisch-physika-
lischen Beschreibung des Gesamtsystems® nicht die
Rede sein. Auch ,exakte mathematische Lisungsver-

ab

fahren® sind infolge der Nichtlinearitit aller Glei-
chungssysteme, auch der einfachsten Modellgleichungen,
prinzipiell nicht vorhanden.

Man kann somit feststellen, daf das allgemeine me-
teorologische Vorhersageproblem weder exakt mathe-
matisch-physikalisch formulierbar noch exakt mathe-
matisch lésbar ist. Das Systemn Atmosphére-Festlinder-
Wasserflichen-Eisflichen ist flir uns ein indetermini-
stisches System, fiir welches deterministische Vorher-
sagen prinzipiell nicht erstellt werden kénnen.

Die Praxis der mathematisch-physikalischen Vorher-
sage kann deshalb nur folgendermalBen aussehen: Will
man die Phiinomene eines bestimmten ,,Scale-Bereiches
prognostizieren, dann konstruiert man sich unter Zu-
hilfenahme der Methode der ,Scale“-Analyse ein ma-
thematisches Modell, welches deterministisch gemacht
wird, indem man die Wechselwirkungen mit den be-
nachbarten ,Scales” parameterisiert, d. h. durch ge-
eignete Parameter in Abhingigkeit von den Variablen
der ,Scale“-Umgebung sowie des Modells darstellt.
Hierdurch kommt das erste indeterministische Element
in die Vorhersage. Bei der Modellentwicklung fiir die
globale atmosphirische Zirkulation hat man z B. die
Wechselwirkungen mit dem gesamten Spektrum der
subsynoptischen Prozesse zu parameterisieren; ein bis
heute weitgehend ungeldstes Problem. Die numerischen
Losungsverfahren bringen nun zusitzlich schwer ab-
schitzbare Modifikationen der Vorhersage zustande
und fiihren im Verein mit mangelhaft bekannten An-
fangsbedingungen zu einer weitgehend indeterministi-
schen Vorhersage.

Die Frage, die sich nun erhebt, ist die folgende: Wie
sensibel ist das deterministische Modell von der Para-
meterisierung der Nachbar-,,Scales®, von der Unsicher-
heit der Anfangsbedingungen sowie von den besonderen
Eigenschaften der numerischen Losungsverfahren ab-
hangig, d. h. wie lange kann sich wihrend einer Vorher-
sage der deterministische Charakter der Modellglei-
chungen erhalten, ehe er von den indeterministischen
Elementen tiberwuchert wird. Man kann sich denken,
daB es auf jeden Fall Grenzen der deterministischen
Vorhersagbarkeit geben mull. Diese miissen jedoch wvon
Modell zu Modell verschieden und von der Parameteri-
sierungstechnik sowie der numerischen Technik ab-
hingig sein.

Derartige systematische Untersuchungen begannen
bereits Ende der fiinfziger Jahre (23) und wurden im
Zusammenhang mit GARP seit 1966 immer aktueller (2),
(20), (17) (Vorarbeiten (14), (13), (16)), (3), (22), (8), (6},
(11). Besonders diejenigen Untersuchungen, die sich mit
der Fehlerfortpflanzung in speziellen Modellen befaB-
ten, brachten jedoch mehr Erkenntnisse iiber die Eigen-
schaften der Modelle selbst als iiber die Vorhersaghar-
keit atmosphérischer Prozesse (20). Demgemil waren
die Grenzzeiten filir eine deterministische Vorhersage
auch von Modell zu Modell verschieden. Eine gemein-
same Aussage brachten jedoch alle diese Untersuchun-
gen: GrofBriumige atmosphérische Prozesse lassen sich
maximal einen Monat deterministisch wvorhersagen,
subsynoptische um so weniger je kleiner der ,Scale”
derselben ist.

Ein sehr instruktives Beispiel fiir eine derartige
Untersuchung gab Lorenz (17), der das Vorhersagepro-
blem bei einem barotropen, divergenzfreien Modell der
Atmosphéire untersuchte. Zugrunde lag die Vorticity-
Gleichung fiir die Stromfunktion v (v, = k X Vi, )
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Bei Kenntnis ,exakter® Anfangsbedingungen sollte sich
mit Hilfe der deterministischen Gleichung [1] und bei
Ignorierung mathematischer Fehlermoglichkeiten wih-
rend der Losung der Gleichung auch eine ,exakte”
deterministische Prognose liber beliebig lange Zeitriume
ergeben. ,Exakte® Anfangsbedingungen gibt es jedoch
in der Praxis nicht und so wird sich die Prognose auf
der Basis von [1] unter Zugrundelegung fehlerhafter
Anfangsbedingungen im Vergleich mit der Natur (so-
fern das Modell die Natur iiberhaupt ausreichend genau
simuliert) mit wachsender Prognosezeit als mehr und
mehr falsch erweisen. Ein Vergleich mit der Natur
zwecks Prognosepriifung ist im vorliegenden Falle je-
doch nicht moglich. Man hilft sich nun folgendermafien:
Es werden zwei Prognosen durchgefiihrt. Prognose (1)
geht von gegebenen Anfangsbedingungen aus, welche
man als ,exakt” definiert. Die Prognose auf der Basis
des Modells ist dann deterministisch und ,exakt®, stellt
somit die Modellnatur richtig dar. Prognose (2) geht von
Anfangsbedingungen aus, welche sich mehr oder weni-
ger durch ,Fehler® von denjenigen der Prognose (1)
unterscheiden. Nach entsprechend langer Prognosezeit
unterscheiden sich beide Prognosen so sehr, dafl sie auch
im grifiten ,Scale® keine Ahnlichkeit mehr miteinander
besitzen. Lorenz zeigte, daB sich selbst bei kaum® er-
kennbaren Unterschieden in den Anfangsbedingungen
(solchen im subsynoptischen ,Scale) nach weniger als
drei Wochen Prognosezeit der Zustand einstellt, daB
beide Prognosen nicht mehr miteinander vergleichbar
sind, obgleich man zumindest im groBriumigen , Scale”
vollkommene Identitit der Anfangsbedingungen gehabt
hatte. Man kann deshalb auch sagen, daf die Atmo-
sphiire infolge der nichtlinearen Wechselwirkungen und
der dadurch bewirkten Fehlerfortpflanzung beziiglich
der Anfangshedingungen nur ein relativ kurzes ,Ge-
didchtnis” besitzt und diese spitestens nach vier Wochen
einfach ,vergessen“ hat. Diese Eigenschaft ist uns
eigentlich seit vielen Jahren von den Modellexperimen-
ten zur globalen atmosphérischen Zirkulation her be-
kannt. Dort beginnt die numerische Integration mit den
einfachsten Anfangsbedingungen, die denkbar sind: Die
Atmosphiire ruht und besitzt eine isotherme vertikale
Temperaturschichtung. Unter dem Einflul von Energie-
zufuhr und Reibung stellt sich meist nach weniger als
einem Monat Integrationszeit eine realistische globale
Zirkulation ein, so als ob es den hichst irrealen An-
fangszustand nie gegeben hiitte.

Der Zeitpunkt, in dem sich die beiden Prognosen (1)
und (2) in nicht mehr ertriglichem Malle voneinander
unterscheiden (in einem vorgegebenen ,Scale®), ist dann
die praktische Grenze der deterministischen Vorhersag-
barkeit. Wann dies der Fall ist, hiingi von der Defini-
tion des ertréglichen MafBes an Unterschieden ab und ist
von der Verwendung der Prognose her gesehen eine
Sache der Konvention. Die Untersuchungen von LORENZ
(17) miindeten in dem folgenden anschaulichen Dia-
gramim.

Die ausgezogene Kurve stellt die spektrale Energie-
verteilung dar, welche wihrend der Prognose un-
verdnderlich bleibt. Infolge fehlerhafter Anfangshe-
dingungen entsteht bei der Prognose (2) eine Fehler-
kinetische Energie, welche zum Ausdruck bringt, daB
sich beide prognostizierten Strémungen voneinander
unterscheiden. Man entnimmt Abb. 2, daB sich nach 15
Minuten alle Prozesse mit ,Scales”, die kleiner als 1 km
sind, infolge von Unterschieden der Anfangsbedingun-
gen im kleinsten ,Scale” nicht mehr deterministisch
vorhersagen lassen. Diejenigen Prozesse, die ,Scales®
zwischen 1 und 5 km besitzen, sind zunehmend sicherer
vorhersagbar, alle gréBeren sind nach 15 Minuten noch
voll deterministisch prognostizierbar., Mit gréBerer
Prognosezeit iiberwuchert das Spekirum der Fehler-
kinetischen Energie mehr und mehr das Energiespek-
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Spektrale Energieverteilung fir eine deterministische Vorher-

sage mit Hilfe eines einfachen Modells und diejenige, die sich

bel Annahme von kleinen Unterschieden in den Anfangsbedin-
gungen nach der jeweils angegebenen Zeit ergibt (17).

trum und fithrt dazu, dal nach einer Prognosezeit von
5 Tagen nur noch sehr lange planetarische Wellen (ab
‘Wellenlénge 20000 km) deterministisch wvorhersagbar
sind. Alle Prozesse mit , Scales® unterhalb etwa 7 000 km
sind schon wollkommen indeterministisch geworden.
Die Grenze der Vorhersagbarkeit ist dann erreicht,
wenn das gesamte Spektrum iiberwuchert ist, was nach
etwa 17 Tagen der Fall ist.

Bei den numerischen Experimenten zeigte sich, dab
die Vorhersagbarkeit vom Abfall des Energiespektrums
zur Seite der kurzen Wellenlingen abhingt. Dieser
Abfall gehorchte im Experiment der Abb. 2 dem be-
kannten (—5/3)-Gesetz, Die Verwendung eines (—7/3)=
Gesetzes bringt eine leichte Verlingerung der deter-
ministischen Vorhersagbarkeif, vor allen Dingen in den
kleineren ,Scales”, die Verwendung des neuerdings aus
der Theorie (10) und aus Beobachtungen (24), (9) heraus
abgeleiteten (—9/3 = —3)-Gesetzes bringt weitere Ver-
lingerungen der Vorhersagbharkeit.

Trotz der grofen prinzipiellen Bedeutung der Lorenz-
schen Untersuchung fehlt es nicht an Kritik. Diese
kommt vornehmlich aus dem Lager der Vertreter der
neuen ,Stochastisch-dynamischen Vorhersage®. Sie be-
miingeln das Folgende: Das Modell (Barotropie, Homo-
genitiit, Isotropie, Vernachlissigung des f-Effektes) ist
fiir die Atmosphédre zu unrealistisch, um prinzipielle
Grenzen der Vorhersagbarkeit realer atmosphirischer
Prozesse abschifzen zu kénnen. Mathematisch gesehen
ist es unzuléssig, die prognostische Gleichung fiir den
Unterschied zwischen den Stromfunktionen der Pro-
gnosen (1) und (2) zu linearisieren (was LoOrREnZ tat), das
Energiespektrum vorzugeben und von einer prognosti-
schen Gleichung fiir die Kovarianzen (siehe spiter) ganz
abzusehen. Aullerdem wird die Beschriinkung des Un-
terschiedes in den Anfangsbedingungen auf einen sehr
schmalen ,Scale“-Bereich als nicht sehr gllicklich an-
gesehen.

Die stochastisch-dynamische Vorhersage (in der Idee
maglicherweise zurtickgehend auf Osucnow (18)), (22), (3),
(6), (4) geht nun wie jede dynamische Vorhersage von
deterministischen Modellen fiir atmosphirische Pro-
zesse aus, verwendet also Gleichungen der Art [1] fiir
barotrope Modelle und im Prinzip alle bisher bekannten
Systeme von Modellgleichungen, sie fithrt aber dazu das
Konzept der prinzipiellen Unbestimmtheit in den An-
fangsbedingungen mit Hilfe von statistischen MafBzahlen
zusitzlich in die Vorhersage ein. Wenn man auch die
exakten Anfangsbedingungen nicht kennen kann, so hat
man aber doch aus der Erfahrung Vorstellungen iiber
die wahrscheinlichste Form der Felder von Anfangsbe-
dingungen. Gibt man sich nicht nur ein einziges System
von Anfangsfeldern der Variablen vor, sondern ein
ganzes Kollektiv von diesen in Form einer Wahr-
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scheinlichkeitsverteilung der Anfangsfelder, dann folgt
aus diesem Kollektiv nach Integration der determini-
stischen Modellgleichungen fiir jedes Mitglied des Kol-
lektivs ein entsprechendes Kollektiv wvon Losungs-
feldern. Charakterisiert man die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der Variablen zum Anfangszeitpunkt
durch die iiblichen statistischen MaBzahlen (Erwar-
tungswert, Streuung, Kovarianzen und héhere Momen-
te), dann ist man in der Lage, aus dem Kollektiv der
Losungsfelder dieselben MaBzahlen zu berechnen und
beziiglich Zeit und Raumpunkt mit denjenigen zum An-
fangszeitpunkt in Beziehung zu setzen. Diese Vorher-
sage von statistischen MaBzahlen der Variablen ist
Gegenstand der stochastisch-dynamischen Vorher-
sage. Als Nebenprodukt fidllt dabei eine recht iiber-
zeugende Methode fiir die Liéisung des Problems der
prinzipiellen Grenze der Vorhersagbarkeit atmosphiri-
scher Prozesse ab, welche z. B. schon im Falle des baro-
tropen Modells gegeniliber den Ergebnissen von LORENZ
(17) ganz erhebliche Verlingerungen der Vorhersag-
barkeit bringt, Verwendet man die LoreENzschen Werte,
die unter Giiltigkeit des (=7/3)-Geseizes enistanden
sind (Wellenldnge L = 5000; 1250; 312; 20 km; zuge-
hirige Vorhersagbarkeitszeiten T = 4,2; 2.3; 14; 0,45
Tage) und setzit dazu im Vergleich die aus der stocha-
stisch-dynamischen Vorhersagemethode gewonnenen
flir das gleiche Modell (6), ndmlich T = 5,0; 4,5; 3,5; 2,1
Tage, dann erkennt man, dafi die stochastisch-dynamisch
berechneten Werte fiir die kleineren ,Scales” wesent-
lich gréfer sind. Der Grund fir diesen Unterschied ist
vielfiltiger Natur und kann im Rahmen eines Vortrages
nicht befriedigend beschrieben werden. Soviel kann
aber gesagt werden: Die stochastisch-dynamischen Glei-
chungen, z. B. fir den Erwartungswert, enthalten im
Gegensatz zu den deterministischen Ausgangsgleichun-
gen als Folge der eingefithrten Statistik einen ,Rei-
bungsterm® (nur so genannt, weil bei der Mittelbildung
der Navier-Stokesschen Gleichungen der turbulente
Reibungsterm als statistisches Element erscheint und
hilft, die Bewegungen der Atmosphire in der planetari-
schen Grenzschicht besser zu beschreiben, als dies mit
Hilfe der deterministischen Gleichungen fiir laminare
Stromungen méglich ist), welcher offensichtlich dazu
beitrigt, die Bewegungen der Atmosphiire im statisti-
schen Sinne besser zu beschreiben, als dies mit den de-
terministischen Ausgangsgleichungen moglich ist.
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3. Das Prinzip der stochastisch-dynamischen Vorhersage

Geht man von der barotropen Vorticity-Gleichung [1],
d. h. ven
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aus und wendet den inversen Larraceschen Operator
Yn-2 an, dann folgt zuniichst formal
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Geht man nun auf der rechten Seite zu endlichen Dif-
ferenzen iiber, dann erh&lt man fiir jeden Gitterpunkt
der x,y-Ebene eine gewdéhnliche Differentialgleichung
in der Zeit der Form

) =%'— E zﬁkmn’!&'m‘f"n
dt m=1n=1
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wobei wi(t) die zeitlich abhéngige Stromfunktion am
Gitterpunkt ,k* ist. Der Index k durchliuft dabei alle
Werte von 1 bis N, mit N als der Gesamtzahl der Gitter-
punkte. Zusammen mit einer Anfangshedingung i(0)
folgt aus [2] eine deterministische Vorhersage von y fiir
alle Gitterpunkte.

Methodisch klarer und in vielen Fillen auch leichter
iiberschaubar ist die Verwendung der Spektralmethode.
Hier wird die Stromfunktion nach einem System von
normierten Orthogonalfunktionen entwickelt. Dieses Sy=-
stern Fj = Fi(x,y) (i=12..,N) geniige den folgenden
Bedingungen:

Orthogonalitdt F; Fi = || Fi Fida dy = &k = { é e ll:
Normierung Fi=({Fidzdy =1
X a: 2
und ‘V:Fi=-(f) Fi.
X R
Dann ist w= 2 ynFn;yi=Fivy

me=1

Fiithrt man dies in [1] ein, dann erh#lt man
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Nach Multiplikation mit Fx und anschlieBender Integra-
tion tiber den ganzen Bereich erhilt man weiter

A\ ? . N, N, e R o e
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was mit den vollstindig als bekannt anzusehenden Ko-
effizienten

Gt = — (3‘%) (Fi O X Vo F) < Vo Fal ;

L\ —————
bgm = — (&L) [Fx (k X thm) . ‘:"hﬂ
auf die Form [2] zuriickfiihrt.

Nun erkannte bereits Lorenz (14), daB sich alle in der
Meteorologie verwendeten prognostischen Gleichungen
(nach Ubergang in die Spektraldarstellung) in der Form

- dx q\ N
X = =k o 3' Apmn X X

= S B X + Cy
dt m_,n_, o

me=1

3]

schreiben lassen. Hierbei ist g die Zahl der unabhéngi-
gen Variablen und N wieder die Anzahl der verwende-
ten Entwicklungsterme.

In Hinblick auf die verschiedenartigen Gleichungs-
systeme fiir die Behandlung der verschiedenen ,Scales®
ist es nicht uninteressant, Gleichung [3] fiir den Fall
der allgemeinen dreidimensionalen Bewegungen zu
verifizieren. Dazu ist es notwendig, eine Minimalzahl
von abhéngigen Variablen zu verwenden (wegen der
Herabsetzung wvon Rechenzeit). Die Verwendung der

Exner-Funktion T = ¢, {pfpc)mc? im wollstdndigen
System von hydrodynamischen Gleichungen fiihrt zu
dem folgenden System fiir den Windvektor v, die Exner-
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Funktion IT und die potentielle Temperatur &, insge-
samt also fiir nur 5 unabhingige skalare Funktionen:

.a%——vo?ﬂ—QVH—2w><v+s+R
I _

TR 'FH———HV t’“+"‘;‘§

86 _ L q

e v-vefﬂ

Hier ist g der Vektor der Schwerebeschleunigung, R der
Reibungsvektor und g die nichtadiabatische Wirmezu-
fuhr bzw. -abfuhr.

Entwickelt man nun alle abhiingigen Variablen nach
einem dreidimensionalen orthonormierten System ge-
mil

N
= 3 Fn@y

m=1 m=1

by N
= EleJm;II= EFmHm,

mwe1

wobei die Fy = Fy(x,y,2) ein System von dreidimensio-
nalen Orthogonalfunkiionen bilden, welche analogen
Beziehungen wie die zweidimensionalen geniigen, dann
erhilt man zunéchst

N N N N XN XN N N

S Fatn=—2 2 (FuVFl tutn—2 2 (FuVFu)Oulla— S Fo2wXvg+g+2 FuRa
m=i meinsi m=1in=1 me m=1

b . X X R E N R .‘{“ q

2 Falla=~2 3 FaVFl vl =5 2 2 FuVF-Tavn+ = 3 Fa(d)a

me=1 melne=1 Cyp m=in=1 Cy m=1 9

\\. - } N_| X’l q

EFm sz - 2 EFvan]'Umen + X F“'(ﬁ)m

mm] I"'lll =1 m=1

und daraus nach Multiplikation mit Fi und Integration
iiber den gesamten Raum unter Verwendung der Ortho-

gonalitdtseigenschaften von F;

N R

tk=— 3 X [FxFmVFgl+ (tmvy+ OnlInE) — 20 X vk + g + Rk
m=insi

3 o :‘1:' EENANEN WAL} R R [e]

fx=~ 5 3 (FFuVFal+ Gnlln+ o I v) + 2 () @
m=1n=1 Cy Cy

" o S . R O o q

9!—L=" _j: _};1 {Fkaan]‘ Um@n‘l_(_)k
Mm=in=1 ‘r}'

wobei E den Einheitstensor bedeutet.

Dieses System wvon Spektralgleichungen ist deshalb
besonders einfach gebaut, weil als Koeffizienten Apmn

ausschlieflich die Komponenten der Vektoren FpFmnyFy

auftreten. Die Koeffizienten Byy und Cy sind dariiber
hinaus ganz besonders einfach.

Geht man zur Komponentenschreibweise in einem
kartesischen System iber, in welchem der Windvektor
die Komponenten u,»,w besitzt, dann erhilt man aus-
fiihrlich

i ¥ N T AR — ap.

uy=-23 3 {EFka a—uumu.ﬁr@mm}—mrf'm Q—wmunﬂﬂ Fm 3 lwmun}ﬂvk-lwkHRﬂk
m=1ln=1 €T

. ¥ X T : 3 . aF.

h=—3 % {[Fka Sl (omvn + On L) + (P Fu 5 S w0y = Fu+ (Rye
M=l fim]

. S ¥ [ g OFa T N

wy = - 2 [FkFinﬁ_lumwn‘l'[F‘ka ]vmwn‘l'[Fka 3 (wm'wn T Qmﬂn)} +lug — g+ (Rax
muln i

s N N

aFy,

Ihh=-2 2 {[FF:F:T: %]ﬂ*m}—f::"'gﬂmun]'bﬁ‘kl?m 3 ](va!n+—Hmvn]+[Fan: 3 ](wmﬂn

m=1n=1

N N AR,
-3y % {[FLF I:"FII

meins=i

Ok

LiGt man die Probleme, die mit der Spektraldarstel-
lung von R und g zusammenhingen auBer acht, dann
kann man die 5-N Variablen wy, vy, W, /Tk,Ox zu dem Satz
Xy zusammenfassen und man erkennt, dal fiir X die
Form [3] entsteht. Die Koeffizienten in [3] lassen sich
dann leicht aus dem vorstehenden Formelsatz heraus-
lesen. Bei einer Auflisung der riumlichen Felder bis
zur , Wellenzahl® 20 (IN = 20) hat man es dann mit einem
nichtlinear gekoppelten System wvon 100 gewthnlichen
zeitabhingigen Differentialgleichungen zu tun, welches
die Koeffizientenfunktionen Xj der Reihenentwicklun-
gen deterministisch zu berechnen gestattet, falls exakte

] um @ + [FLFm—]?men + [Fka

- Rfqg

]‘wm oM } (;}) k

Anfangsbedingungen fiir die Variablen vorliegen, Denkt
man sich einen 5-N-dimensionalen Raum durch die Ge-
samtheit der Variablen Xy aufgespannt, dann wird der
Zustand des Systems in diesem, auch ,Phasenraum”
genannten Raum, zu einer bestimmten Zeit durch einen
Punkt dargestellt. Zustandsiinderungen stellen sich als
Trajektorie in diesem Phasenraum dar.

Wenn man sagt, es lieBen sich die Anfangsbedingun-
gen nicht exakt feststellen, dann bedeutet dies, daBl man
nicht genau sagen kann, an welcher Stelle des Phasen-
raumes sich der Punkt befindet, der den Zustand des
Systems zur Zeit t=tf, reprisentiert. Sicher wird man
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aber eine Wahrscheinlichkeitsdichte P(X{,Xo,.... X5t
fiir die Lage angeben kénnen. Fiir diese gilt P=0 fiir
alle Xy und alle t sowie

o0 &
\ .‘lP(.r,,.t'g, coasy; B drpdxs .. dasy =
-0
P =« R
-'|.,.}P{x1,xa,“+,m,r,x;t)dr=1
h - =]

fiir alle £. AuBerdem gilt fiir diezeitliche Entwicklung der
Wahrscheinlichkeit P die LiouvitLesche Gleichung, fiir
die eine kurze Ableitung gegeben werden soll.

Die Normierungsbedingung

IL.Q.:.'\'Pdr-ﬂ

Y omo

wird gemil LaGranGE nach der Zeit differenziert

[\ Pac]={...

_._l. '||p

L =

l—dr i

{d dt(dr}Jdr = 0.
Bedeutet x den ,Ortsvektor” und + den wGeschwindig-
keitsvektor” im Phasenraum, dann ist in vollkommener

Analogie zur Hydrodynamik die relative kubische Aus-
dehnungsgeschwindigkeit durch

14 . 5 a-‘;:m
—_ (d — . g = 2‘ Fiithatt.
drdt{ ) P me1 STm

ausdriickbar, Beachtet man weiter noch die ebenso leicht
einzusehende Beziehung

AE . OF . 7 BB
dt ot" 3x

dann erhilt man aus

[PPSR TT S BN
Pdadr — + P — +:dr=0.
dt 1‘_,@! .l_oo} dt G+ x
die Beziehung
T aP 3
- {56+ 52 @9 Jar=o
welche direkt auf die LiouviiLEsche Gleichung
P 3 sN .
3——'{-— (PX} 3—1: + 2 8}?{ (PXm) =10 [5]
M=l m
fiihrt.

XXy = (ux+ X)) o+ X)) = px + X,

X X1 Xm = pikc ) pom + X g1 i + g X\ pm +

’

g4 X;n-i- XLX{ Hm T+ XL Hl X’m

Nach Gleichung [3] ist nun Xj durch
2-' .}: Akmn Xm Xn = .E Bkm Xm + CL
ausdriickbar, so dal die Gleichung

P , % '3 { (-ﬁ; 5X
F T Pl 2 2 Apra X X5 —
at mm1 axm R mrs r ks

ax
—,?:'.’erXr-i-Cm)}-'—‘l] 8]
rel

die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichlichkeits-
dichte P fiir das spezielle meteorologische Problem
(Modell) zu berechnen gestattet, wenn sie zur Zeit t=t,
bekannt war und wenn Randbedingungen fiir P (Ver-
schwinden im Unendlichen) befriedigt werden. Glei-
chung [6] und die vorstehende Interpretation des Ver-
fahrens finden sich bei Tatarsky (22) und EpsTEIN (3).
Dort wird auch schon darauf hingewiesen, dal eine
numerische Integration von [6] im Prinzip zwar leicht
miglich, in der Praxis jedoch infolge astronomisch hoher
Rechenzeiten so gut wie nicht durchfiihrbar ist. Beide
Autoren betonen, dall die Kenntnis von P wviel iiber-
fliissige Information mit sich bringt, da man sich statt-
dessen mit den statistischen MaBzahlen der Wahrschein-
lichkeitsdichte gut begniigen kann. So leitet TATARSKY
schon Gleichungen fiir den Erwartungswert und den
Kovarianztensor her, vernachlissigt hthere Momente
und erhilt so ein geschlossenes System ohne jede Kennt-
nis der Wahrscheinlichkeitsdichte (die sich jedoch als
Folge der Approximationen als Gauli-Verteilung her-
ausstellt).

Wir wollen abschlieflend noch kurz auf die Herleitung
dieser fiir die stochastisch-dynamische Vorhersage so
wichtigen Gleichungen eingehen. Die FundamentalgréBe
statistischer Art ist der Erwartungswert fiir einen der
Xi-Werte bzw. fir eine Funktion wvon gewissen

K, Koyt
: By
Elxil=\...\ 2P (..., 255 t) dv = pax;
R,
E [f (Xk1, Xks, .. )] =
- D0 .
=|‘ A = \ f 2k, ke, ...) P2y, Xs, ..., 255 1) dr
Bl

Die Abweichung vom Erwartungswert p erfiillt die
Bedingung E[X;] = 0, denn es gilt definitionsgemis
(#hnlich wie in der Theorie der Turbulenz) die Beziehung
e = pp + X;R. Bildet man nun die Erwartungswerte
von Produkten, dann erhélt man aus

)+ ;th; -I-X'LX;

-!-311.;}{; X:n'i-'XLX; X:“

i X1 Xm Xn = pog g0 fhm pin + X g o pn -+ ik XI Hm pn gk 0 X:“ ftn T gk tm X:: + XL X; fm g+

S X;‘ 1 3;1.1‘-'11 + XL,J:u,um X:m + px X{ Hm X; + ik X; X:h,ﬂn + w1 X:nXL + XL X; X:n,ﬂn +

¥
‘*‘Xk

X: Hm X:‘I + x;’ulx:llx; +-'“1‘X; X:nx:: + XLX; X;nx:l

unter Verwendung der Abkilirzungen

EX, X |]= ok
E(X, X} X1 = tkim

4

E[X,, X)X, X 1= iKimn

: Kovarianztensor (k==1),

Varianztensor (k=1)

: Drittes Moment in Bezug

auf die g

: Viertes Moment in Bezug

auf die u
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E [Xr X)] = pi 1 + onl

E [Xy X Xw] = pp g0 ftm + ik Gl =+ 201 Okm F i 0k1 + Thim

E [Xi X) X Xp] = sk g0 i gty + ik 4] Omn + Uk Mn Ol @k Hm Oln -

g pem Okn T g fen Okm T fm Ma OK1 T
+ Hk Tlmn  #) Thnn + fm Okin + Mo Oklm

Es ist méglich, nach Definition hoherer Momente einen
Algorithmus fiir die Berechnung der Erwartungswerte
héherer Produkte zu entwickeln und somit siimtliche
statistischen Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ins Spiel zu bringen.

Bildet man den Erwartungswert der grundlegenden
Spektralgleichung [3] (in Analogie zur Mittelbildung der
urspriinglichen Gleichungen von v, /T und & in der Tur-
bulenztheorie), dann erhélt man zunichst

dXy, ¥ X s:X
E["_'_ = _\- _\- Akmn E [Xm Xn] - 2 Bkm E [Xm] o b ck E [1]
dt m=imn=1 m=1
X 5N 5N . BN BN
= 2 2 Apmnpmptn — 2 Brmpim +Cx + 2 2 Akmn omn [7]
TR B EED | me1 m=insl

Es bleibt noch zu zeigen, daB der Erwartungswert der
Zeitableitung gleich der Zeitableitung des Erwartungs-

P =]

E[F (Kgey, Kz, .. )]

wertes ist. Ist f = f(Xi1,Xko,...) wieder irgendeine Funk-
tion der Xy, dann folgt aus

Voo f o e, - D P (o, 20,z D)

" =00
drn- ({2 e eo]o
= \:\ {% i-'J'Paa_ -.1-}:11
={ el (Fres i]le
- \iﬁ P
E“;E[ﬁ=£[§{]

unter Verwendung der LiouviLLEschen Gleichung. Fiir f
kann Xy oder eines der hoheren Produkte stchen.

Man erhiilt so aus [7], in Gegeniliberstellung mit der
deterministischen Ausgangsgleichung, die Gleichung fiir
den Erwartungswert von X

: dXy _ %N &N L

=—r== 2 X AymZmXn— 2 BinXm+ Cx (3]
dt meinsi =1

. d &N &N s ) N 5N

g = SHk 2 Aymn M i — 2 Bikm Hm T ot 32 Almn O (8]
dt mslnel m=1 mein=1

Die ,gemittelten® Spektiralgleichungen unterscheiden lich; ganz im Gegensatz zu den Verhiltnissen in der

sich von den ungemittelten nur durch das zusitzliche Turbulenztheorie.
Auftreten eines Terms, der seine Analogie im REYNOLDS- Sucht man eine Gleichung fiir oy, dann braucht man
schen Spannungstensor, sowie in den turbulenten puy yon

Transportvektoren der gemittelten Gleichungen der
Turbulenztheorie findet. Hier wie dort kann im Rahmen
der Theorie so gut wie nichts iiber die Form dieser bei
der Mittelbildung erzeugten Terme gesagt werden, es
sel denn, dafl man neue Gleichungen aus den vorhan-
denen ableitet, wie z. B. in (21). Dies ist im Falle der
Spektralgleichungen besonders einfach und iibersicht-

ol = E [Xx X)] — pe
auszugehen, diese Gleichung zu differenzieren
ox = E [Xx X1) + E [Xx X)) — pk i1 — pk o)

und dann die 1'{1; mit Hilfe von [3] und die ;ek mit Hilfe
von [8] zu eliminieren. Man erhilt so

o = 2 2 { Aan E [Xon Xn Xl + A E [Xm Xo Xid | ~
— 24 Bum E [Xm X)) + B E [Xn Xx] } + Cg i+ Cr g —
= 22§ Axmn fim o 0+ Almn Um Mo B } +

+ 2 { Bkm #m 21 + Bim #m pk } = Ck i — Crpk —
w

-2

e, s, g, g,

Akmn Omn #1 T Almn Omn Mk }
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§ N 5N A
okl = 21 EI { Akmn (#tm ol T fn Oml T Tmal) + Almn (#m Oak + pn Omk + fmnk]} = { Bym 0m1 + Bim omk } [9]
meilnw mms1

In dieser Gleichung erscheinen als neue Unbekannte
die dritten Momente 7iim, fiir welche sich auf ganz ana-
logem Wege wieder eine extra Gleichung ableiten LAt
(6). Auch ldBt sich weiterhin ein Algorithmus fiir die
Gleichungen noch hherer Momente finden.

‘Wie in der Turbulenztheorie tritt nun das Schlie-
Bungsproblem in den Vordergrund, denn die Berechnung
der hoheren Momente 146t die erforderliche Rechenzeit
unverhédltnismiBig ansteigen. Bereits ErsTEIN (3) schlof
das Systemn durch die Vernachlissigung der dritten Mo-
mente

2 2 (Agmn Tmn! + Almn Tonk) = 0
und FLEMING (6) diskutierte dieses Problem ausfiihrlich,
weshalb darauf verwiesen werden kann.

Besondere Bedeutung besitzt die stochastisch-dyna-
mische Methode bei der Untersuchung der Energetik der
Atmosphiire. Man ist nicht nur in der Lage, die fehler-
hafte Energetik als Folge fehlerhafter Anfangsbedin-
gungen zu untersuchen, sondern man hat dariiber hinaus
die Méglichkeit, auch die Unsicherheiten der Parameteri-
sierung benachbarter ,,Scales” bei der Untersuchung he-
stimmter Phinomene systematisch zu erfassen. Die fol-
gende Abb.3 zeigt sehr anschaulich die Unsicherheiten
bei der Vorhersage des Windfeldes einer planetarischen
Welle (4) als eines der ersten Beispiele der stochastisch-
dynamischen Vorhersage.

Abhb, 4 gibt ein Beispiel fiir die Modifikation der be-
kannten Energieflufidiagramme in der Darstellung von
FLEMING (6). Wahrend sonst in derartigen Diagrammen
nur der Energielibergang zwischen der wverfligharen
potentiellen Energie (Az: zonales Mittel, Ag: Anteil
der Eddies) und der kinetischen Energie (Ky und
Kg) eine Rolle spielt, macht sich nun infolge der
Unsicherheit der Anfangsbedingungen auch eine Un-
sicherheit in der Bestimmung der einzelnen Energie-
anteile bemerkbar, die man jedoch bei der stochastisch-
dynamischen Methode gut in der Hand hat. Es ist auf
der Basis der entsprechend formulierten stochastisch-
dynamischen Energiegleichungen mdglich, diese ,uncer-

a.ast ‘155

E=[kjm?] E=[10"" kjm* sec?)
A
z Kz
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*1.5 0.4 +
Uaz UKz
66 [ oos | 26
0.98 0.05
I T
| |
* I
783 "l 076 6.2
Y ] * [}
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1 . |
UF\E 0.59 UKg
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0.15 0.80
1.1 1.1
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E 3
422 35.:; 590
99‘ {?a
Abb. 4

Encrgieflufdiagramm eines barcklinen Systems, in welchem
infolge der Unsicherheit der Anfangsbedingungen ,unsichere®*
Energien auftreten, die in Wechselwirkung mit den ,.sicheren®
Energiebetrigen bestehen, A dst die verfiigbare potentielle
Energie, K ist die kinetische Energie, der Index Z bezieht sich
auf das zonale Mittel, der Index E auf die Wirbkel. Der Vor-

buchstabe U bedeutet ,uncertain® (6).
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Vorhergesagtes Windfeld, und gwar sowohl Erwartungswert als
avch Kennzeichnung der Unsicherheit. Es besteht eine 50%ige
Wahrscheinlichkeit, daf die Endpunkte des wahren Wind-
vektors auf den Ellipsen liegen, die um die Endpunkte der er-
warteten Windvektoren herum gezeichnet sind (4.
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EnergiefluBdiagramm der Atmosphiire bei Aufteilung des
Spektrums der Phinomene in ¢ voneinander unterscheidbare
Spektralbinder. Der Index 4 bezieht sich auf den grofriumigen
«Scale”, alle anderen auf die subsynoptischen ,Scales”. Darge-
stellt sind die internen Energlefliisse zwischen der kinetischen
und totaten tentiellen Energie sowie zwischen den verschie-
denen turbulenten kinetischen Energien untereinander bzw.
mit den Energien des grofriumigen ,Scales® (26).
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tain® genannten Energien explizit zu berechnen und so-
gar anzugeben, wie Energie aus den unsicheren Reser-
voiren zuriick in die sicheren Reservoire flieBt. Dieser
Energieaustausch ist letzten Endes dafiir verantwortlich,
daB die Vorhersagbarkeit atmosphirischer Phinomene
nach der stochastisch-dynamischen Methode liber ldn-
gere Zeitrdume erstreckt werden kann, als dies mit Hilfe
rein deterministischer Methoden maglich ist.

Von grofler Bedeutung fiir die Zukunft der Forschung
auf dem Gebiet der Vorhersagbarkeit wird zweifelsohne
die Untersuchung des ,kanalisierenden® Einflusses er-
zwingender dullerer Effckie (nichtadiabatische Energie-
zufuhr z. B.) sein, sowie die Untersuchung der Unsicher-
heit der Vorhersage, die durch mangelhafte Parameteri-
sierungsverfahren zustandekommen. Die folgende Abb.5
stellt z. B. das Energieflulldiagramm fiir den Fall dar,
dali das Spektrum atmosphéirischer Prozesse in vier
voneinander unterscheidbare Spekiralbénder aufteilbar
ist (26).

Neben der kinetischen und der totalen potentiel-
len Energie des grofrdumigen ,Scale® (Index 4) treten
Sturbulente® kinetische Energien wvon subsynoptischen
wocales® auf, die untereinander und mit dem groBriumi-
gen ,Scale” in Wechselwirkung stehen. Alle auftreten-
den, z. T. mehrmals gemittelten Korrelationsprodukte
miissen parameterisiert werden, d. h. durch Variable des
grofriumigen ,Secale” ausgedriickt werden. Dadurch

entstehen bei Verwendung der stochastisch-dynami-
schen Methode zusiitzliche Energieboxen, die ,uncer-
tain“-Energien enthalten, und man hat zu untersuchen,
wie der Energiefluf nicht nur im Spektrum der vier
Grund-, Scales® abliuft, sondern auch noch welche Ener-
gieanteile als Folge mangelhafter Parameterisierung in
Wechselwirkung mit den ,uncertain“-Boxen geraten.
Bisher liegen in dieser Richtung jedoch noch keine An-
sitze vor.
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