Allgemeine 4D- Kontinuum- Physik
H. Fortak
Freie Universitit Berlin
1979 - 2019

Vorwort

Die Arbeit schliefst an eine kurze Arbeit von C. Eckart
aus dem Jahre 1940 an und erweitert sie. 1

1.: Es fand sich in dieser Arbeit u. A. eine Dar-
stellung der identischen Abbildung von extensiven Gro-
3en im Vierdimensionalen, dargestellt mittels eines 3D-
Projektionstensors P; in Verbindung mit dem dimensi-
onslosen Vektor der Geschwindigkeit u (u -u=
—1). Der Tensor P53 vermittelt Projektionen von Glei-
chungen auf eine raumliche (LAGRANGEsche) Basis von
Koordinaten, der Vektor u diejenigen in Bezug auf die
vierte Koordinate s. Der 4D- Identititstensor
[, = P3 — uu (uu ist hier ein dyadisches Produkt) er-
moglicht den Aufbau von allgemeinen 4D- Tensoren.

2.: In der Arbeit treten von vornherein Terme
auf, welche irreversible Effekte beschreiben: Energie-
fluss- Vektoren und Energiedissipation.

3.: Zusatzlich fand sich, dass Energiefliisse einen
Beitrag zur Impulsgleichung liefern.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Kontinuum
im vierdimensionalen MINKOWSKI- Raum betrachtet d.
h. ein System von sehr vielen nicht abzahlbaren indivi-
duellen LAGRANGEschen Elementen (Teilchen) (aquiva-
lent zu den Verhaltnissen in der LAGRANGEschen Form
der 3D- Hydrodynamik).

Die individuellen ,Elemente“ bewegen sich im
3D- Raum und zusatzlich in Bezug auf die vierte Koordi-
nate s in ,Richtung” des Tangentenvektors u an die Ko-
ordinate s im Sinne wachsender s- Werte. Dabei stehen
sie untereinander in nichtlinearer Wechselwirkung (wie
etwa durch Reibungseffekte in der 3D- Hydrodynamik).
Diese Wechselwirkungen werden durch einen 3D- Ten-
sor P; ; beschrieben fiir den die hier behandelte Theo-
rie prinzipiell keine Gleichungen bereitstellt. In der Phy-
sik existieren Methoden zur Erfassung derartiger Pro-
zesse wie etwa in der Hydrodynamik oder der statisti-
schen Mechanik.

Das Auftreten des 3D- Tensors P; fiihrt in der
Regel zu irreversibler Energiedissipation und dadurch
zu energetisch inhomogenen Feldern. Zum Ausgleich
derselben werden (irreversible) Energiefluss- Vektoren
F; ; ausgelost. In der Gleichung fir einen allgemeinen
symmetrischen 4D- Tensor (spater der Energie-Impuls-
tensor), abgeleitet aus C. Eckart's Arbeit von 1940, d.h.

1 Eckart, Carl; The Thermodynamics of irreversible Pro-
cesses, Part III. Relativistic Theory of the Simple Fluid.
Physical Review, Vol. 58, November 11, 1940.

Tys = Ps, — (uFs + F35u) — Euu
treten neben der Energie E schon im ersten Ansatz die
mit Irreversibilitdt verbundenen Effekte auf. Auch hier
erscheinen in der Klammer wieder dyadische Produkte.
Ziele der folgenden Betrachtungen sind:
1. Aufstellung eines T, entsprechenden asymmetri-
schen Tensors T, ,; und seines Dualen ’]I‘f}"as sowie phy-
sikalisch sinnvolle Kombinationen von diesen, d.h., die
Aufstellung eines dem Kontinuum zugehoérigen 4D-
,Welttensors*.
2. Untersuchung der aus 4D- Nabla- Anwendung auf
diese 4D- Tensoren entstehenden Gleichungen. Primar
interessiert dabei die vektorielle BilanzgleichungV, -
T, = — Q,, wobei Q, eine 4D- Quellvektorfunktion dar-
stellt. Aber auch die skalare Gleichung V,-(V, T,) =
vV, V,: T,ist von Interesse sowie die tensorielle Glei-
chung €,:V,(V,-T,). In der 3D- Kontinuumsphysik
(etwa der Hydrodynamik) ist die vektorielle 4D- Bilanz-
gleichung mit der EULERschen Bewegungsgleichung
verbunden, die skalare Gleichung mit der ,Divergenz-
gleichung” und die Tensor- Gleichung mit der Wir-
belgleichung. Die genannten 4D- Gleichungen sind bei-
spielsweise somit (relativistische) Verallgemeinerungen
der Hydrodynamik. Sie beschreiben aber viel mehr, etwa
die gesamte Struktur des 4D- Raumes, welches das Kon-
tinuum einnimmt.
3. Es entsteht somit die Frage, ob sich die gesamte Mak-
rophysik der Kontinuen im 4D primar und umfassend
aus der BilanzgleichungV, T, = — Q, (eine Buchhal-
tergleichung nach SOMMERFELD) ableiten lasst (extre-
mer Reduktionismus).
4. Geht man davon aus dass Energie und Entropie die
grundlegenden ZustandsgrofRen der ,Welt” sind, dann ist
zu erwarten, dass auch fiir die Entropie nicht nur ein 4D-
,Welttensor” existiert, sondern, dass dieser ebenfalls
einer 4D- Bilanzgleichung der Art geniigt:V,-S,; =
—@, mit allen Folgerungen, welche vorher genannt
wurden. (Managergleichung nach SOMMERFELD).
5. Alle Gleichungen sind in LAGRANGEschem Sinne? zu
verstehen, d. h. in einer mitgefiithrten 4D- Basis, beste-
hend aus LAGRANGEscher 3D- Vektorbasis, sowie dem
zusatzlichen Basisvektor u (V = cu spater der Vierervek-
tor). Die zugehorige Koordinate ists (spater ds =cdr
mit T als Eigenzeit).

2 Itis a proper (or commoving) frame that is attached to
an element. The object in this frame is stationary within
the frame.



6. Mathematische Methode: 4D- Erweiterung der koor-
dinatenfreien Vektor- Tensor Analysis nach ]. W. GIBBS
and O. HEAVISIDE.
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Zusammenfassung 3

Ausgehend von der trivialen Feststellung, dass im
Vierdimensionalen 4D- Tensoren existieren (symmetri-
sche, asymmetrische sowie ein aus einem asymmetri-
schen Tensor gebildeter dualer 4D- Tensor), wird ge-
zeigt, dass sich unter Vorgabe dieser geometrischen
Objekte die relativistischen Formen der Grundgleichun-
gen der theoretischen Makrophysik nach 4D- Diver-
genzbildung und nach Vorgabe von 4D- Quellvektoren
umfassend in LAGRANGEscher Form ableiten lassen:
Thermo- Hydrodynamik, Strahlungs- Hydrodynamik,
Elektrodynamik in elektrisch leitenden Fluiden, Magne-
to- Hydrodynamik sowie andere denkbare Systemkom-
binationen. Die grundlegende 4D- Bilanzgleichung, aus
der alles folgt, was hier beschrieben wird, lautet:
Vy Ty =—-0Q
Es ist dies eine ins Vierdimensionale erweiterte klassi-
sche Bilanzgleichung (Buchhalterfunktion) in einfachs-
ter Form. Die erste Aufgabe besteht darin, einen 4D-
Tensor T, zu finden welcher alle genannten physikali-
schen Effekte, auch die irreversiblen, in sich vereinigt.

Die Methode verwendet das C. ECKARTsche De-
kompositionsprinzip (1940), nach welchem 4D- Vekto-
ren und 4D- Tensoren unter Verwendung des Vierervek-
tors der Kontinuums- Bewegung in Komponenten paral-
lel zu den Raumkoordinaten und senkrecht zu diesen in
Bezug auf einen vierten Basisvektors aufgespalten wer-
den konnen. Es handelt sich somit um Komponenten
parallel zur Weltlinie und senkrecht dazu.

Die Darstellungen der o. a. 4D- Tensoren in dieser
Form fithrt zur Definition zweier verschiedener Be-
schreibungsweisen der Makrophysik: die Vorgabe eines
symmetrischen 4D- Tensors und seiner Interpretation
als Energie- Impulstensor ergibt Grundgleichungen ei-
nes Typs, den man als NEWTON- Physik bezeichnen
konnte, die Vorgabe eines asymmetrischem 4D- Tensors
zusammen mit dem ihm zugeordneten dualen 4D- Ten-

3 Entstehung 1978/79 nach Erscheinen des Buches: D. Mihalas:
"Stellar Atmospheres". Freeman, San Francisco (1978). 1979/80:
Manuskript eingereicht fiir Beitrdige zur Physik der Atmosphire,
Heft 2, 1980, K. H. Hinkelmann- Heft.(65. Geb.). Nach nicht
akzeptierten Anderungswiinschen von Gutachtern, Verzicht auf
Veroffentlichung an dieser Stelle.1980 (Februar). DMT 80: Poster:
"Uber Grundlagen der meteorologischen Strahlungs- Hydrodyna-
mik". Verdff. Annalen d. Met. (Neue Folge), Nr.15, Offenbach a.
M. 1980. 1982/83 (WS): Vorlesung: "Relativistische Strahlungs-
hydrodynamik" (Ausarbeitung durch D. Carius). 1992 (Nov.):
Vortrag im Rahmen der C. F. Gaul} -Professur der Akademie der
Wiss. und der Universitit Gottingen: "Uber Grundlagen der relati-
vistischen Physik der Fluide, formuliert auf der Basis von C.
Eckarts Dekompositionstheorem". 1993: Vortrag: "Geometrisie-
rung der Physik der Fluide- Relativistische Thermo- Strahlungs-
Elektro- Magnetohydrodynamik". Arbeitskreis Theoretische Mete-
orologie, Kloster Heiligengrabe, 27. September/1. Oktober. 1995:
Vortrag: ,.Die geometrische Grundstruktur der (gesamten) klassi-
schen Theoretischen Physik®. Arbeitskreis Theoretische Meteoro-
logie, Hotel Tann, Klobenstein/Ritten, Siidtirol, 14. Bis 18. Sep-
tember. 2010: Vortrag: ,,Strahlungs- Hydrodynamik®. Arbeitskreis
Theoretische Meteorologie, Kloster Schontal 5. bis 10. Oktober.



sor ergibt dagegen ein Grundgleichungspaar eines Typs,
dem man als MAXWELL- Physik bezeichnen konnte. Der
MAXWELL- Physik ist auch eine eigene
NEWTON- Physik zugeordnet wenn man aus asymmetri-
schem und zugeordnetem dualen 4D-Tensor einen
symmetrischen 4D- Tensor konstruiert.

Die 4D- Divergenzbildung der so dargestellten
4D- Tensoren gestaltet sich verhaltnismafdig einfach, so
dass die vollstindigen Systeme von allgemeinen Grund-
gleichungen sowohl der NEWTON- Physik als auch die-
jenigen der MAXWELL- Physik unter Vorgabe von noch
ganz allgemeinen 4D- Quellvektoren angegeben werden
konnen. Diese Gleichungen driicken, da physikalische
Uberlegungen zu Beginn noch keinerlei Eingang finden
miissen, geometrische Strukturen des 4D- Raumes aus.

Das System von Grundgleichungen der NEWTON-
Physik enthalt nach Definition eines noch ganz allgemei-
nen integrierenden Nenners sogar eine verallgemeinerte
4D- Entropie- Gleichung in welcher sich die rechte Seite
als Grundlage fiir alle spateren Berechnungen der Ent-
ropie-Produktion erweist. Auch diese Gleichung hat aus-
schliefdlich geometrische Wurzeln, von physikalischen
Vorstellungen findet sich bis zu diesem Stand der Dinge
nichts. Erst die physikalische Vorgabe der 4D- Quellvek-
toren und damit verbunden, die physikalische Interpre-
tation der 4D-Tensoren lasst physikalische Grundglei-
chungssysteme entstehen. Die Anwendung der allge-
meinen Grundgleichungssysteme auf konkrete physika-
lische Systeme ist dann lediglich Schreibarbeit.

Diese Gleichungen stellen sich damit lediglich
als Eigenschaften des 4D- Raumes dar, sind somit nicht
postulierte Gesetze (auch der Erste Hauptsatz der
Thermodynamik nicht). Das einzige physikalisch zu
postulierende Gesetz betrifft den 4D- Quellfunktionsvek-
tor @, in der 4D- Entropiebilanzgleichung
Vi Sus = —Dyp.

Auch dies ist eine ins Vierdimensionale erweiterte klas-
sische Bilanzgleichung (Managerfunktion) in einfachster
Form.

immer

So ergeben sich etwa die relativistischen Glei-
chungen der Thermo- Hydrodynamik: Die EULERsche
Impulsgleichung, die Energiegleichung (der Erste
Hauptsatz der Thermodynamik), eine skalare Entropieg-
leichung im Einklang mit Bekanntem sowie eine vektori-
elle Gleichung fiir den Entropieflussvektor.

Die Elektrodynamik elektrisch leitender Systeme
ergibt sich nach geeigneter Interpretation der Feldfunk-
tionen in sehr verallgemeinerter Form, d. h. in Bezug auf
ein allgemein beschleunigtes inhomogenes Kontinuum,
ebenfalls deduktiv aus dem allgemeinen Grundglei-
chungssystem der tlibergeordneten MAXWELL- Physik.
Interessanterweise ergeben sich die 4D- Quellvektoren
der MAXWELL- Physik als 4D- divergenzfrei, so dass sich
diese und andere Erhaltungssitze (Kontinuitatsglei-
chung der MAXWELL- Physik) ebenfalls als Teile der
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geometrischen Struktur des 4D-Raumes erweisen.

Alle Gleichungen sind im LAGRANGEschen Sin-
ne formuliert d. h. es sind Gleichungen die ein im beweg-
ten System mitschwimmender Beobachter benutzen
muss. Der Ubergang zu den Gleichungen, welche ein in
einem raumfesten Laborsystem arbeitender Beobachter
benutzen muss, kann mittels einer im Anhang abgeleite-
ten sehr allgemeinen LORENTZ- Transformation vorge-
nommen werden.

In der Anwendung auf die phdnomenologische
Strahlungstheorie (2010) wird eine interessante und
einfache Darstellung des 4D- Energiedichtetensors eines
Photonenensembles gefunden. Die beriihmte Strah-
lungsiibertragungsgleichung erweist sich dann als eine
starke Vereinfachung der Energiegleichung, welche sich
aus dem 4D- Energiedichtetensors eines Photonenen-
sembles ergibt. Die iiber die Frequenz und den Raum-
winkel integrierten Gleichungen lassen hinsichtlich der
Entropieproduktion durch Strahlungsprozesse erken-
nen, dass der sog. Carnot- Faktor hier eine bedeutende
Rolle spielt.

Die Additivitat der Energie- Impuls- Tensoren
ermoglicht die Angabe der Grundgleichungs- Systeme
der Hydro- Thermodynamik in Wechselwirkung mit
elektrodynamischer Strahlung und/oder mit elektrody-
namischen Feldern im allgemeinen: Strahlungs-
hydrodynamik, Magnetohydrodynamik u. a.. Entspre-
chende Gleichungssysteme werden angegeben, wobei in
allen Fallen die Entropiegleichung zuziiglich der zugeho-
rigen Entropieproduktion erscheint. Dies ermoglicht es
dann, auf die allgemeine Grundlage der sog. Gibbs- Glei-
chung einzugehen.

Die deduktive Ableitung aller Gleichungen der
relativistischen Makrophysik beinhaltet bereits vom
Ansatz her, (ECKART 1940), irreversible Prozesse in
einem sich beschleunigt und deformiert bewegenden
Kontinuum.

Im Gegensatz zur iiblichen Schreibweise welche
den allgemeinen 4D- RICCI- Tensor- Kalkiil verwendet
wird in dieser Arbeit eine vierdimensionale Erweiterung
des 3D- GIBBS- HEAVISIDE- Vektor- Tensor- Kalkils
verwendet, d. h. es wird koordinatenfrei gerechnet! Dies
eroffnet die Moglichkeit, die erwdhnten Zweige der Phy-
sik der Kontinua elegant deduktiv und anschaulich aus
einer gemeinsamen Wurzel heraus abzuleiten. Hinzu
tritt, dass der GIBBS- HEAVISIDE- Kalkiil einen Lesbar-
keitsvorteil gegeniiber dem RICCI- Kalkiil besitzt.



Formelzusammenstellung
Struktur des 4D- Raumes
Die Bedeutung der im Folgenden auftretenden Symbole
wird im Text angegeben. Die hier vorangestellte Zu-
sammenstellung der Grundformeln dient dem Riickgriff
auf diese im Falle spaterer Anwendungen auf physikali-
sche Systeme. Sie geben in dieser Ubersicht im Grunde
die geometrische Grundstruktur des 4D- MINKOWSKI-
schen Raumes wieder.

Ein symmetrischer 4D- Tensor, gegeben durch
Tss = P3s — (uFs; + F35u) — Euu (Z-1.1)
besitzt als 4D- Divergenz:
=V Tys =

= ((E?3 —Py)-

Dy E
+( 4V, Fyy

Du
Ds

Du
—P;s:Vau+ 2F;;, —) u (Z-1.2)

Ds Ds
Ein asymmetrischer 4D- Tensor, gegeben
durch
T4,as =€3" Féj,as + (UFS,as - F3,asu) (Z - 21)

besitzt als 4D- Divergenz:

v4 ' T4,as =
_ (D11F3,as
Ds

— V3 % F3d,as) "P3 - (Vs : F3,as)u z

—2.2)
Der ihm zugeordneter Duale 4D- Tensor ist
gegeben durch

T§ = €53 F34s — (uFflys — Fiou) (Z-3.1)

Die 4D- Divergenz ist:

~V, Thas = (Z—-3.2)
Dy; F§

= ( DS"” + Vs X Fyg | P3— (V5 F§oo)u

Der aus asymmetrischem und zugeordnetem
Dualem gebildete zugehorige "Energie- Impulstensor”
ist gegeben durch

1
T4D,s = E [E4,as ' IE:4,0.5 + ]Eg,as ' ]Eg,as]

Er berechnet sich als symmetrischer 4D- Tensor (s.0.) zu
Ths = PYs — (uFY + F2u) — EPuu (Z-4.1)
wobei die zusammengesetzten Feldgrofden durch

P25 = (F3,as F3 o5 + F3d,as Fﬁas) —EPP;

FD = F3 4 X Fiy (1.22) -
(1.24)

2 2
2EP = (F345) + (Fiss)
gegeben sind.

Die 4D- Divergenz ist analog zu (Z—1.2)
_ V4 . ']I'ES —
D py.Du D
(EPP; — FY) ps Ve Pist
= D P34+ (Z—-42)
+PwFss L pp Lyia
DS 3,5 3

+<F+V3- F;JIS—]P’3D,S:V3u+2F3D_S-E u
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V. P +M+F “Vou |- P
3 Pss Ds 35" V3l 3 DA,

In den Darstellungen fiir die Divergenzen ist
eine Aufspaltung in einen Anteil erkennbar, der dem 3D-
Raum zugeordnet ist und in einen solchen, der als Kom-
ponente in Richtung der vierten Koordinate, s ("zeitli-
che" Koordinate), aufgefasst werden kann.

Die nachstehend eingefiihrten Abkiirzungen
haben wichtige geometrische Bedeutungen:

Nulldimensionale (Punkt) "individuelle" Ableitung:

DAy ., _DAg _ DofAy ~_ Du
Ds 37 Ds 3 "Ds u= 3 Ds ( 1

Eindimensionale (Linie) "individuelle" Ableitung:

Py D o)A
Ds 3= g U3 (Vzu) - Ag
DA; A Du T
Ds T 3 Ds ( 2)
Zweidimensionale (Flache) "individuelle" Ableitung:
DA;
s F3=ps Pst (Vs wWA; —Ag- (Vsu)
DjA; A Du 7_53
Ds U7 3 Ds ( 3)
Dreidimensionale (Volumen) "individuelle" Ableitung:
DAs P, = DAs. Ps+ (V5 - u)A, (Z —5.4)
Ds Ds
— . u=—-A; —,
Ds " 3 Ds

wobei im Folgenden nur die beiden letzten Gleichungs-
gruppen Verwendung finden und hier nur als Abkiirzun-
gen verstanden werden sollen.

Fritheren Arbeiten des Verfassers entnommen,
(FORTAK, 1952, 2004), gelten die folgenden Vertau-
schungsoperationen (verallgemeinert auch im 4D):

D,..\ Dy
v4( R )=E(V4 ) (Z-6.1)
€,:V, (D];—S) = %(64: v, ..) (Z-6.2)
Dy -\ _ D o _
v4-( 1 )‘E(V“ ) Z - 63)

Im Dreidimensionalen ergeben sich hieraus nach In-
tegration liber Linien und Flachen bzw. Volumina an-
schauliche Verhaltnisse (Verallgemeinerung der Leibniz-

regel fiir Parameterintegrale).

D, f . f to, Do Z-71)
- Cy" ... = Cy* — /.
Dsleys) cs)  Ds
DO _ DII “an
- F()df3- o= F()dfg-T (Z-72)

3(s 3(s

~7.1)

DO DIII .
2| dvs . =] d Z-173
Ds ﬂfw ' ﬂfw Y3 s ( )

Hierbei sind (LAGRANGE’sch gesehen) dc; ein Linien-
element, df; ein Flachenelement und dV; ein Volumen-
element.

In der Folge wird anstelle von D,/Ds nur D/Ds
geschrieben.



1. Geometrie des 4D-Kontinuums

1.1 Definitionen und Festlegungen

Der vierdimensionale Raum (4D) wird als ein (differen-
zierbares) Kontinuum aufgefasst. Er besteht aus einer
nicht abzahlbar grofien Zahl von ,Elementen” (materiel-
len Partikeln, o. a.) welche sich, im (4D) aus einer An-
fangsposition heraus beschleunigt bewegen und dabei
auch den "Raum" deformieren. Untereinander befinden
sie sich in nichtlinearer Wechselwirkung, charakterisiert
durch einen 3D- Tensor P;, mit Folgen, die in der Physik
zu Inhomogenitit im Feld der Energie E fiihrt und
dadurch Anlass zu ausgleichende Energieflussvektoren
F; gibt. Die nichtlinearen Wechselwirkungen &aufdern
sich je nach betrachtetem System, etwa durch Reibung o.
a.. Sie sind im Rahmen dieser Betrachtungen prinzipiell
nicht durch prognostische Gleichungen bezliglich der
vierten Koordinate zu behandeln sondern - etwa durch
die statistische Mechanik - vorzugeben. Es ist aber mog-
lich derartige Gleichungen fiir den Tangentenvektor u
der vierten Koordinate (Impulsgleichung in der Physik),
die Energie E (Energiegleichung in der Physik) sowie,
liber eine vektorielle Entropiegleichung, fiir den Ener-
gieflussvektor F;, herzuleiten. Eine skalare Entropieglei-
chung regelt die Richtung der auftretenden Ereignisse.

Es existiert fiir das "Gesamtsystem" eine charak-
teristische Geschwindigkeit c. Diese kann spater mit der
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum identifiziert werden.
Damit begdbe man sich auf das Gebiet der Relativitats-
theorie.

Im vorgenannten 4D- Kontinuum ist jeder sich
bewegende raumliche Punkt durch LAGRANGEsche
Koordinaten charakterisiert. Es handelt sich dabei um
ein sog. "Ruhesystem". Im Vierdimensionalen tritt zu
den Basisvektoren des LAGRANGEschen Systems g
zusatzlich der Basisvektor u (= g, moglich, spater aber
unanschaulich) in Richtung einer vierten Koordinate s
(in der ART Weltlinie, Trajektorie von sich im 4D bewe-
gender Partikel oder auch als Linie aufeinander folgen-
der Ereignisse aufzufassen). Dieser besitze die besonde-
re Eigenschaft (C. Eckart, 1940)
u-u=-1 1.1.(D)
Die vorstehende Festsetzung fiir u ist bekanntermafien,
fiir alles Folgende von entscheidender Bedeutung!

Als Tangentenvektor an die Koordinate s, hangt
u von den 3D- LAGRANGEschen Koordinaten ab, und ist
zu deren Basisvektoren g, orthogonal.

Es wird lokal ein flacher MINKOWSKI- Raum
vorausgesetzt, dessen Metrik durch den MINKOWSKI-
Tensor I, bestimmt ist.

Nach (C. ECKART, 1940) verwendet man zum
Aufbau desselben den 3D- Projektionstensor P5 der die
Projektion auf die raumliche Vektorbasis vermittelt
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5

zusammen mit dem Basisvektor u der dies beziiglich des

Basisvektors u vornimmt und schreibt 4:

I, =P; —uu. (11.2)
Der metrische Tensor [, vermittelt die identische Abbil-
dung extensiver Grofien. Die erwadhnte Orthogonalitat
zwischen raumlichen Basisvektoren g, und u schreibt
sich als:

P3;-u=0.

Der im Folgenden oft auftretende 4D- LEVI-
CIVITA- Pseudotensor €, ist gegeben durch (in verein-
fachter kartesischer Form mit [; als 3-D Einheitstensor)
€,= (¢ —ullz) - €3— €3 (¢ — [3u) (1.3)
mit
€;= —I; x I3 und
¢ = iui + juj + kuk

Der 4D- Nabla- Operator ist definiert durch:

D
v, =1,-V, =V —uu'V, =V; —u—

Ds (1.4)
D
mit Ds = u-v, (1.5)
(D/Ds ist eine LAGRANGEsche Ableitung!).
Es ist aufderdem (wichtig!)
V,I,=0und V, €,=0 (1.6)

und dies gilt ebenso fiir alle sonstigen V, Ableitungen
vonl, und €,.

1.2 Darstellung eines 4D- Tensors 2. Stufe
Im 4D existieren allgemeine gemischt kovariant —
kontravariante und 4D- differenzierbare 4D- Tensoren
zweiter Stufe T, (Tji) mit existierendem V,T,. In der
Physik beschreibt ein solcher etwa alle Bilanzgleichun-
gen der Energie- Impulsphysik, ein zweiter diejenigen
der Entropiephysik. Dieser lasst sich folgendermaflen
darstellen:

Da der Tensorl, im 4D die identische Abbil-
dung vermittelt ist zunachst:
T,=101,-T, -1,
und so mit (1.2):
T, =014 T, Iy =P —uw) T, - (P3—uu) =
=P;-T, P3—ulu-T, -P3)—(P3-T, -wu
—(—u-T, -w)uu
Die Aufspaltung in symmetrische und asymmetrische
Anteile von T, geschieht gemaf3

1 Ty, 1 T
T, = 2 (T, +T4) + 2 (T, —Ty) = Tys + Tyas
wobei T} der Transponierte von T, ist,
Definiert man nun Gruppe (1.7)
Py =Py = ]P)S,s + ]P)S,as = IP3,S + F:gas " €3
TS'TI'?S = ]P)'EII‘ = ]P)3,s_[P3,as = IP3,S_ F:gas'ES
Py Ty u=F =F+F;
u-T, - P3 = ?3'TI'U=F§=F3,S—F3,as
u-T,-u =-E,

?3'T4

4 Dyadische Produkte A®B werden hier einfach als AB ge-
schrieben!



wobei davon Gebrauch gemacht wurde, dass ein asym-
metrischer 3D- Tensor P; ,; durch seinen Vektor (sei-
nem "Dualen") darstellbar ist:

IP)3,as = F:?,as ' €3 mit ]P)S,as ' F:?,as =0 (1.8)
und mit der Umkehrung Fgas =
1Pyt € (1.8a)
Es ist fiir spatere Verwendung weiterhin niitzlich:
Vs ]P)3,as = v3F'o(‘j,as QS
=—Vy; x F (1.8b)
V3 X P34 = V3 X F??,as €3
=2V,F§, (1.8¢)
V; Fd,=0 (1.8d)

Mit (1.8) ergibt sich als allgemeine Darstellung
eines ganz allgemeinen 4D- Tensors T,:
T, = P;; — (uF3; + F3,u) — Euu +
+ Féj,as FE5t (uFS,as - F3,asu) = T4,s + T4,as
Dies ist zugleich auch die gewiinschte Aufspal-

(1.9)

tung in einen symmetrischen und in einen asymmetri-
schen Anteil.
Die Spur von (1.9) ist allein gegeben durch
Spur T, =SpurT,; = SpurP;,+ E=T (1.9a)
Der asymmetrische Anteil besitzt stets noch
(wie im 3D, s. 0.) einen (quellfreien) zugeordneten dua-
len 4D- Tensor (4D- Verallgemeinerung von(1.8)) :
Tg,as = 1/2 [ F??,as "€z + (UF3,as - F3,asu)] PGy
= F3,us "E€3— (ll F?(,i,as - F’;’j,asu)
Hilfsformeln fiir die Ableitung des Dualen sind
a; €3 €,=2(azu—uay),
b;u: €,= —b; €,
ub;: €,=b;-E;.
Aus asymmetrischem und zugeordnetem dualen

(1.10)

4D- Tensor lasst sich ein in spiateren Anwendungen be-
notigter weiterer symmetrischer 4D- Tensor bilden:

1
T‘ID—,S = E [T4,as ) T4-,as + Tf}l,as ' Tg,as] (1-11)
Er berechnet sich zu
Ths = P2 — (uFY + F2u) — EPuu (1.12)

mit den zusammengesetzten FeldgrofRen
IP)3D,s = (F3,us F3,as + Fig,as F:gas) - ED?3'
FY
= F3,as X Fig,as'

2 2
2EP = (F345) + (Fiss)

Im 4D existieren somit die vier 4D- Tensoren:
Tys=P3s — (qu’s + F3rsu) — Euu Gruppe (1.14)
T4,as = F?(:i,as “ €3t (UF?,,us - F3,asu)

Tg,as = F3,as "E€3— (Ll F?fl,as - Féi,asu)
Ths =Py — (uFY + F2u) — EPuu

Der 4D- Tensor T, charakterisiert das, was

Gruppe (1.13)

man als NEWTON- Physik (Energie- Impulsphysik) an-
sehen konnte, die drei anderen zusammen dasjenige,
was als MAXWELL- Physik (MAXWELL- Gleichungen und
zugehorige Energie- Impulsphysik) anzusehen wére.
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Es ist bemerkenswert, dass sich im Vierdimen-
sionalen quasi aus dem Nichts heraus (aus T,), diese
vier 4D- Tensoren herleiten lassen deren Struktur be-
reits die Nahe zu physikalischen Systemen erkennen
lasst.

Neben der "individuellen" Vektorbasis, gegeben
durch P5 (g4 ) und u(gy ), bestimmen im 4D somit ein
3D- Tensor P3; (vorzugeben), drei 3D- Vektoren
F3 5, F3 45 Fgas und ein Skalar E gemeinsam einen all-
gemeinen 4D- Tensor T,. Sie zeigen Eigenschaften, die
spater einer Physik irreversibler Prozesse im Kontinu-
um entsprechen. Es ist sehr bemerkenswert, dass (wie
schon bei C. Eckart) bei der Entwicklung eines ganz
allgemeinen 4D- Tensors Terme auftreten, welche zei-
gen, dass im 4D- Raum bereits Irreversibilitat ,eingebet-
tet” ist.

1.3 Differenzialgeometrie des quellfreien

4D- Kontinuums
1.31 Allgemeine Strukturgleichungen
4D- Divergenz und 4D- "Rotation” sind definierbare
Differenzialoperationen im 4D- Feld. Etwa
Ve Ty Vi (Vy-Ty), €4 Vy(Vy-Ty)
Die erste Gleichung fiihrt auf eine 4D- Vektorgleichung,
die zweite auf eine skalare und die Dritte auf eine 4D-
Tensor- Gleichung 2. Stufe.

Die Grundstruktur des 4D- Kontinuums erhalt
man, wenn das Innere eines 4D- Volumens frei von 4D-
Quellvektoren ist.

Ausgangsgleichung ist die 4D- Bilanzgleichung
(4D- Primargleichung): V, - T, = 0. Dies ist, wie schon
gesagt, eine 4D- Vektorgleichung auf welche die oben
angegebenen Operationen angewendet werden konnen.
Alles steht im Einklang mit dem, was analog in der 3D-
Hydrodynamik auftritt.

Wir definieren als Strukturgleichungen des 4D-
Kontinuums die folgenden drei Fundamentalgleichun-
gen: Eine skalare Gleichung (1. Sekundargleichung)

vV, (V,-T,) =0, (1.15)
eine Vektor- Gleichung (4D- Primargleichung)

v, T, =0 (1.16)
eine Tensor- Gleichung (2. Sekundargleichung)

€4 Vu(V, Ty =0 (1.17)

wobei Gleichung (1.17) aus dem asymmetrischen 4D-
Tensor zweiter Stufe
[Va(Vy-Ty) — (Vs TyV,]
als dessen "Dualer”, gegeben durch:
[Va(Vy-Ty) — (Vs T4)V4]d =
= % €41 [Va(Vy-Ty) — (V4 TYV,] =
= €,: V,(V,-T,), hervorgegangen ist.
Die drei Gleichungen (1.15) bis (1.17) entspra-

chen in der konventionellen 3D- Hydrodynamik den
kraftefreien Grundgleichungen: Divergenz-Gleichung,



Bewegungsgleichung zusammen mit Erstem Hauptsatz
der Thermodynamik und Wirbelgleichung.

1.32 4D- Primargleichung

Die Gleichung, hier als Primargleichung bezeichnet,

v, T, =0

bildet den Kern aller folgenden Betrachtungen. Hat man
die 4D- Divergenzen fiir die vier Tensoren der Gruppe
(1.14) berechnet, dann ist die mathematische Arbeit,
auch fiir alle Anwendungen in der Physik, praktisch
schon geleistet.

Als Einleitung zu Folgendem zeigen wir, dass die
Primargleichung die Form einer klassischen Bilanzglei-
chung, hier im Vierdimensionalen besitzt.

Dazu schreiben wir
T,=1,"T,=(P3;—uu) T,
und bilden aus der Differenz der beiden Anteile die 4D-
Divergenz:

Vy T, =V4-(?3-T4)—V4-(u(u-T4)) =0

=V, Ty==Vy (P3-Ty) +V, (u(u-T,)) =0
V4-(u(u-']I‘4))—V4-(IP3-']I'4) =0

Nun ist

V, i)(u(u . ']I‘4)) =u-V,(u-T,) +]gV4 -wW(u-T,) =
= %(U'Tz;) + (V4 w)(u-T,) =£(“'T4)

und somit folgt in volliger Aquivalenz zu

v, T, =0

als klassische (Ausgangs-) Bilanzgleichung im 4D:
Dy

ﬁ(u"ﬂ})_ Vy-(P3-Ty) =0

Integriert man iiber ein mitschwimmendes Volumen V;
dann erhilt man mit V,= V; —uD/Ds als Integralform

%fffv3dv3(u-’]l‘4)— o3d03.(P3_T4) _

v

3
wobei der ,Quellterm” auf der rechten Seite aus der

vierdimensionalen Behandlung des Problems folgt.
Flir einen symmetrischen Tensor

Tss = P3s — (uFs5 + F35u) — Euu

ist beispielsweise

(u-T,) =F;5+Eu

und somit

D
—fﬂ dV;(Fs5 + Eu) — # dO; - (P54 + F35u) =
Ds Vs 03

Du
= fﬂ%dvg,ﬁ- (P3 + F35u)

Dies ware, noch exakt, zusammengefasst die Integral-
form der ,Energie- Impuls“- Gleichung.

(P3-T,) = Py +F3u

(Wiirde man formal und nicht begriindbar aufspalten

_Uf dV;F # d0; Py, = _Uf dv P
Ds )y, 373s 05 303 Vs ’Ds  **
: .U.fv .U.fv e

Ds )y, 3 ”03 33 . 3Ds 3F
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und ginge zur Differentialform zuriick, etwa zu

) Du
— V3 Ps; :E'PS'S
ergabe sich schon hier nicht die vollstandige Version.)

Die Ausgangsgleichung hierfiir koénnte ganz
allgemein unter Verwendung der Tensoren der
Gruppe (1.14) zur Herleitung aller folgenden Glei-
chungssysteme verwendet werden. Etwa fir
Dy _

s (F35 +Eu)— V, (P35 + F35u) = 0

wobei der Basisvektor u mitdifferenziert werden muss.
Im Anhang unter 3.1 werden die mathematischen Ablei-
tungen allerdings in tibersichtlicherer Weise wiederge-
geben. Hier folgen die Ergebnisse der entsprechenden
dort durchgefiihrten Berechnungen.

Es ergibt sich fiir die vier Tensoren:

1) Symmetrischer 4D- Tensor
Tys =P3s — (uFs5 + F3u) —Euu =T, -, =
= (P35 — uFz,) P53 — (F35 + Eu)u
Hier ist die 4D- Divergenz gegeben durch:

=V, Ty = (1.18)
Du
(EP3 — Ps) Do Ve Past
- D AN
+ DS + F3,S " V3u
+[ Ds +V3 F3— P :Vau+ 2F3,s'§]“=
=Aus =Azs+Agsu=0
Die Projektion auf die raumliche Basis ist (A3 ):
Du
(EP; — P3) Do Ve Past
“P3=0 (1.19)
+ (—D“‘Fs's +Fy-V u)
Ds 3,s 3
diejenige in Bezug aufu (A ):
+ V3 F3—Py:Vou+ 2F,-— =0 (1.20)

Ds Ds
Diese Gleichungen bilden spater die Grundlage der so

genannten NEWTON- Physik (Energie- Impulsphysik).
Hierbei findet sich in der zweiten Zeile von (1.19) ein
(allgemein nicht beachteter) Term auf, den bereits C,
Eckart in sehr vereinfachter Form erwahnt: Impulsiiber-
tragung im Zusammenhang mit existierenden Energie-
flussvektoren.
2) Asymmetrischer 4D-Tensor

T4,as = F'o(‘j,as "€zt (uF3,as - F3,asu)
Hier ist die 4D-Divergenz gegeben durch:

D
Vy Tyes = (
_(VS ' F3,us)u =
= A4,as = A3,as + Ao,asu =0

Die Projektionen auf die rdumliche Basis bzw. in Bezug
auf u sind:

(1.26)

DIIFS,
(T“ -V, X Fg_as) - Ps
=0 (1.27)
Vs Fya =0 (1.28)



Hier erkennt man bereits die Nahe zur quellenfreien
ersten MAXWELL schen Gleichung, (AMPERE), in der
Erweiterung durch H. HERTZ.

3) Zugeordneter Dualer 4D-Tensor
Dieser existiert stets als ein "normal" zu T, ,; angeord-
neter 4D- Tensor:
Tg,as = F3,as "E€3— (u F?fl,as - Féi,asu)
Die 4D- Divergenz ist hier gegeben durch:

d
11 F3,as

d D
v4- ' T4,as == Ds

+V; X F3'as> Pz +

+(V3 - Filgg)u = (1.29)
= Ai,as = A%,us + Ail),asu =0

Die Projektionen auf die rdumliche Basis bzw. in Bezug
auf u sind:

Dy F§!

(% +V, X Fglas> Py

=0 (1.30)
Vs F§pe=0 (1.31)
Auch hier erkennt man sofort die Ndhe zur zweiten
MAXWELL’schen Gleichung (FARADAY).
Wegen
2']rg,as : T4,as = T4,as: S T4,as =0
und wegen
V, - T§q =0 folgt
Flos - Faas =0 (1.32)
(und spater noch V, - Q,,s =0) (1.33))
Die Gleichungen (1.22 bis 1.28) stellen die Grundlage
der MAXWELLschen Gleichungen in der so genannten
MAXWELL- Physik elektrisch leitender Kontinua bereit.
4) Der aus asymmetrischem und zugeordnetem
dualem 4D-Tensor gebildete symmetrische 4D-Tensor ist
Ths = PYs — (uFY + F2u) — EPuu (1.12)
wobei die zusammengesetzten Feldgrofien durch die
Gruppe (1.13) angegeben worden sind.
Die 4D- Divergenz ist analog zu (1.18) sofort
anzugeben, wobei wir nur die Projektionen (etwas ver-
schieden angeordnet) aufschreiben:

Dy F2
(% + FY, -V3u> —V, P, +
S P,=0  (134)
+(EPP; — P? )-E
3 3,5 Ds
T—I—VSIFfj]‘),s_PZ%D,S:VBU—l—ZFS]‘),S'E:O (135)

Dies sind die Strukturgleichungen der spateren ,Ener-
gie- Impulsgleichungen“ der MAXWELL- Physik.

Mit der Herleitung der Gleichungen (1.19, 1.20),
(1.22, 1.23), (1.25, 1.26) und (1.29, 1.30) ist die mathe-
matische Arbeit getan, d. h. die Berechnung von (1.16) in
all ihren Erscheinungsformen. Die Struktur der Glei-
chungen (1.19, 1.20) findet Verwendung in der Hydro-
Thermodynamik und in der phdnomenologischen Strah-
lungshydrodynamik, diejenige der Gleichungen (1.22,
1.23) und (1.25, 1.26) in der Elektro- Magneto- Hydro-
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dynamik zusammen mit Gleichungen (1.29, 1.30) fiir die
dazugehorige Energie-Impulsphysik. Bis auf den dazu
notigen physikalischen Input ist alles Weitere im We-
sentlichen Schreibarbeit.

In den vorstehenden Gleichungen sind Abkiir-
zungen eingefiihrt worden, die in der Zusammenfassung
unter (Z — 5.1 bis 5.4) bereits zusammengestellt wor-
den sind.

1.33 1. Sekundairgleichungen
1. Sekunddrgleichung, symmetrischer Tensor
Die vorstehenden Ergebnisse folgten aus einem 4D-
Vektor A, = V, - T,. Da man in der 3D- Hydrodynamik
aus der vektoriellen Impulsgleichung durch Divergenz-
bildung die sehr niitzliche ,Divergenzgleichung ableitet
und auflerdem durch Rotationsbildung die sehr wichtige
»Wirbelgleichung®, liegt es nahe, dies auch im Vierdi-
mensionalen zu tun. Dies ergdbe eine erhebliche Verall-
gemeinerung insofern, als die 4D- Tensoren, beispiels-
weise im Falle der NEWTON- Physik die Impuls- und
Energiegleichung vereint enthalten.

Man erhalt fiir die "4D- Divergenz" eines belie-
bigen 4D- Vektors A, = A; + Aju zundchst allgemein

DiiA Du
L0V, A+ Ay —

V, A, =
4T Ds Ds

(1.36)

wobei

Vo A, =V, (V- Ty) =V, VT, = ..

Hier waren die entsprechenden Anteile eines symmetri-
schen, bzw. asymmetrischen 4D- Tensors einzusetzen.
Als Ergebnis erhielte man so eine Verallgemeinerung
der skalaren "Divergenz- Gleichung" der Hydrodynamik.
V, A, =

=%[D‘“E+v “F35 — Py s:Vou+ 2F -E]+
Ds Ds 3 3,s 3,s* V3 3,s Ds
Du
(EP3 — Ps) Do Vi P+
Vs DinFas *
+ DS + F3,S " V3u
Du
(EP; — P;) Do V3 P3s+| pu
+ DyF "Ds 0
11113,
+ (—DS >+ Fy V3u)

Diese skalare Gleichung verbindet alle Variablen, welche
dem symmetrischen Anteil des Tensors zugeordnet sind,
miteinander und besitzt den Charakter einer “Kontroll-
gleichung” fiir den Fall, dass Losungen der Primarglei-
chung gefunden waren.

1. Sekunddrgleichung, asymmetrischer Tensor

v, 'A4,as = ( Ds = - V3 X Féj,as) E
1. Sekunddrgleichung, dualer des asymmetrischer Ten-
sors

Du

v4' A(}l,us=< +V3XF3,as>'E_O

1. Sekunddrgleichung, zusammengesetzter Tensor (1.12)

=0

d
DII F3,as




Umschreibung der Gleichung fiir den zugeordneten
symmetrischen Tensor wie oben angegeben.

1.34 2. Sekundargleichung
Flir einen asymmetrischen Tensor
VaA, — AV,=[(V3 X Ag) + Ag(V5 X )] - €5—

(DA3+ VA, + A Du)+
u Ds 389 °Ds
DA, Du
+(K+ V3A, +A0E)u
ergibt sich ebenso ganz allgemein der zugeordnete 4D-

Duale (4D- "Rotation"d.h."V, x A,") aus

(1.37)

1
(V4A, — A4V4)d = 2 (VAL — AV, 0 €4=

DA, Du
= V,xA, = —(DS + V3A0+A0E)-E3—

—u[(V;x A) +A,(Vy x w)]+
+[(V3 X A3) +Ay(V; X u)]u

(1.38)

Man kann zeigen dass (zumindest im cartesischen Sys-
tem)

vV, (V,A,— AV)4=0.

Hier waren ebenfalls die entsprechenden Anteile sowohl
eines symmetrischen als auch eines asymmetrischen 4D-
Tensors einzusetzen. Als Ergebnis erhielte man bei-
spielsweise eine Verallgemeinerung der "Vorticity- Glei-
chung" der Hydrodynamik. (noch offen)

V,XA, =
D (Dy Fy
=_[§<TAS+V3XF3@S tE€3—

D, Fd
—ul| v, x ( ‘ID;'*‘S +V, X Fm) +

Dy F{
+ V3x<%+v3xF3,as> u=0

unter Beachtung, dass stets V; - F?(,j,us = 0.
Aufgespalten in Bezug auf die Koordinaten:

D (Dy F§
[E( Ds As + V3 X F3,as

Dy; F§
—ul| vy x (Tﬂ‘s+v3 X F3 46 =0

D
V3><<

was sich unter Beachtung der letzten Gleichung auf
R DII Fs('i,as
Ds Ds

reduziert.

. 63_

d
11 F3,as

+ V3 X F3'as> =0

+V; X F3_as> “E3=10

Abschlieflend bemerken wir - wie in der Relati-
vitatstheorie - dass auch Systeme betrachtet werden, die
sich aus dem symmetrischen Anteil eines 4D- Tensors
T,, d. h. aus T, ;, und aus dem Tensor 11"25 zusammen-
setzen, wobei letzterer aus dem asymmetrischen Anteil
T, 4s des Tensors T, und dessen Dualen heraus entstan-
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denen war. Dies fiihrt zu einer weiteren Reihe von
Strukturgleichungen, ableitbar aus

V, (Tys+Th) =0

Die Projektionen sind einfach hinzuschreiben

(1.16a)

D
[(E+EP)P5 — (Pss + P2,)] - s — Vs - ( Py, + PR,) +
Di(Fs5 + FP
+ (W + (Fs,s + Fgl,),s) . V3u> =0 (1.19a)
D
w+ Vs (Fas + FD) —
S . .
Du (1.20a)
~(Pss +P2) : Vsu+ 2(Fs + F) g =0

Hier handelt es sich spiater um die Zusammenfiihrung
der Impuls-Energie- Physik von materiellem und von
elektromagnetischem Feld.

Alle bisherigen Gleichungen beschreiben nur
geometrische Eigenschaften: die "Struktur” des 4D- Kon-
tinuums. Eine Bezugnahme auf die Physik erfolgte noch
nicht! Trotzdem besitzen alle Gleichungen bereits eine
erhebliche Nahe zu allen grundlegenden Gleichungen
der Makrophysik. Dies legt den Schluss nahe, dass die
Physik in ihrer Struktur, selbst bei Vorliegen von Irre-
versibilitdt, bereits im vierdimensionalen Raum ,ange-
legt” ist.

2. Physik des 4D- Kontinuums

2.1 Einfiithrung von 4D - Quellvektoren

Es sind wenige, fast triviale Schritte, um aus den vorlie-
genden geometrischen Strukturgleichungen ,lebendige”
Physik zu machen.

Der erste Schritt besteht darin, in (1.16) eine
»physikalische“ 4D- vektorielle Quellfunktion Q, vorzu-
gegeben. Diese dient dann zusammen mit entsprechen-
den Definitionen fiir die in T, auftretenden Variablen
der Definition eines physikalischen Systems. Damit be-
gibt man sich von der Geometrie zur Physik. Die allge-
mein zu verwendende Gleichung
Vo Ty =—-Q, (2.1)
ist eine physikalische 4D- Bilanzgleichung: Der Fluss der
(nach auflen gerichteten) ,normalen Tensorkomponen-
ten“ T, - do, durch die 4D- Oberfliche O, eines 4D- Vo-
lumens V, wird durch die im Innern desselben befindli-
chen Quellen Q, bestimmt.

Es ist erstaunlich, dass diese triviale Feststel-
lung die Quelle fiir die mathematische Beschreibung
aller physikalischen Systeme ist, die sich einem 4D- Kon-
tinuum zuordnen lassen. Sie fithrt tatsachlich in der 4D-
Physik der Kontinua auf die 4D- Energie- Impulsglei-
chung, auf die entsprechenden Gleichungen der Strah-
lungsphysik sowie auf diejenigen der Elektro- Magneto-
Dynamik elektrisch leitender Kontinua. So gesehen stellt
Gleichung (2.1) bereits die Zusammenfassung der Glei-
chungen der gesamten Makrophysik der Kontinua, sogar
in sehr verallgemeinerter Form, unter Einschluss irre-
versibler Prozesse, dar!



Neben der Energie und dem Impuls sind die

skalare Entropie sowie der Entropieflussvektor eines
Systems den vorgenannten Gréfden gegeniiber iiberge-
ordnete physikalische Grofien. Auch sie geniigen einer
Bilanzgleichung fiir (einen symmetrischen) 4D- Tensor
Syt
Vi Sys=—Qus
wobei @, # Q, ist.
Diese hier getroffene Feststellung beruht darauf, dass
die ,Impulsgleichung” auch den ,Impuls“ des Energie-
flussvektors enthilt und dass aus ihr eine vektorielle
Gleichung fiir den Entropieflussvekor gewonnen werden
kann.
Gleichung (2.1a) wird wie Gleichung (2.1) behandelt. Die
in (2.1a) auftretenden Variablen sind iiber entsprechen-
de Beziehungen mit denen aus (2.1) verbunden. Mehr
dariiber anschliefdend.

Die drei Strukturgleichungen aus 1.31 schrei-
ben sich nun fiir ein physikalisches System als:

(2.1a)

Ve (Vg Ty)==-V,-Q (2.2)
Vy Ty =-Q, (2.3)
€40 Vu(Vy - Ty) = — €4 V,4Qq (2.4)

Gleichungen (2.2, 2.3, 2.4) mit den daraus fol-

genden Gleichungen beschreiben die durch den 4D-
Quellvektor Q, veranderte geometrische Grundstruktur
des 4D-Raumes (des 4D-Kontinuums), spater erkennbar
in den 3D- raumlichen und "zeitlichen" Projektionen. Sie
gelten fiir Jeden 4D- Tensor T,, S,, ...
Bemerkung: Sollte die hier postulierte Existenz eines
symmetrischen Entropietensors S, ¢ akzeptiert werden,
dann sollten fiir die Entropie auch 4D- Tensoren S, ,,
und Sﬂ_as existieren. Dies wiirde die Aussagen der Theo-
rie sehr erweitern. Zunachst wiirde alles was in der Fol-
ge Uber T, angegeben werden wird auf S, libertragbar
sein und man miisste nur die Variablen beider Systeme
miteinander verkoppeln (integrierender Nenner). Dies
wird Abschnitt 2.5 vorgenommen.

2.2 Raum und Eigenzeit
Der nachste Schritt in Richtung Physik erfolgt, wenn
anstelle der Bogenlange s der "Weltlinie" die Eigenzeit t
("individuelle" Zeit gemessen im mitbewegten LAGRAN-
GEschen System) durch Ds = c Dt eingefiihrt wird und
auflerdem der sog. Vierervektor V = ¢ u. Dazu tritt ein
spater aus dimensionsmafdigen Griinden zu fordernder
Vektor F3; = cF3,
Diese Skalierung kann zunachst mit einer belie-
bigen charakteristischen Geschwindigkeit c vorgenom-
men werden. Man erhielte so 4D- Vorversionen der all-
gemeinen Grundgleichungen der Physik der Kontinua,
gultig im mitbewegten LAGRANGEschen System. Wahlt
man fiir ¢ die enorm grofde Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum dann begibt man sich auf das Gebiet der kon-
ventionellen Relativititstheorie in welcher wegen der
Grofde von c oft starke Vereinfachungen in den Glei-

Fé,as =cC F3 as-
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chungen moglich sind. Die folgenden Gleichungen sind
allgemeiner.
Die vier Tensoren (1.14) schreiben sich nun als:

1 ) . E
Tys =Psys — C—Z(VF&S +FV) — =VV
d 1 * *
T4,as = F3,as F €3t C_Z(VFS,as - F3,asV)

1
Tg,as = E (F?j,us TE3— (V F3d,as - F?()j,asv))
D D 1 D=x Dx ED
Ty =P3s— 2 (VF3,s + Fg§ V) - FVV
und somit folgt fiir den

1) Symmetrischer 4D- Tensor

Projektion auf die raumliche Basis:

DV
’)'E—V3' Py, +

(2.5)

'?3:Q4,s'?3

C_Z’IVSV

Projektion in Bezug auf V:
Dy E
Dt

(2.6)

F;. DV
= (Q4,s ' V)

Dt

+V3 By~ Py VeVt 23

2) Asymmetrischer 4D- Tensor
Projektion auf die raumliche Basis:

DII
[E( )—v3 X Fg_as} Py

= _Q4,as '?3
Projektion in Bezug auf V:
V3 ’ F;,as = Q4,as '/

*
F3,as
c2

(2.7)

(2.8)

3) Dualer des asymmetrischen 4D- Tensors
Projektion auf die raumliche Basis:
DII F?(,j,as
Dt

+ V3 X F3 46" P3

=0
Projektion in Bezug auf V:
Vs F§pe=0

(2.9)

(2.10)

Man erkennt in den vorstehenden Gleichungen,
wie gesagt, die Grundstruktur von hydrodynamischer
Impuls- und Energiegleichung (Erster Hauptsatz der
Hydro- Thermodynamik) sowie die grundsatzlichen
Aussagen der MAXWELL- HERTZschen Gleichungen der
Elektrodynamik leitender Fluide.

4) Der symmetrische 4D- Tensor, gebildet aus symmetri-
schem und asymmetrischem Anteil:
Projektion auf die raumliche Basis

Dy (Fs F3s D
Dl +C—2-V3V— Vs P35+

1 DV

D D y.__
+5 (E°P3 — P3,) o
= Q345 X Fil: (2.11)

Projektion in Bezug auf V:
Dy EP . Fg* DV
5tV FD: — PR, :V,V+2 CZS e
= - QS,as ' F3,as (212)



mit den Abkiirzungen,

F* *
D _ 3,as”3,as d d D
35 = (—c2 +F3 .5 F3 4 | —E°P3 Gruppe (2.13)
* D
D _ _3as d _ “3as
F5, = X F345 = -
Dx _ @* d
F3,as - F3,as X F3,as

D _ F;,as ’ d 2
2EP = - + (Filas)

Auch hier sind bereits die Grundstrukturen von elektro-
dynamischer Impuls- und Energiegleichungen (Poyn-
tingscher Satz) zu erkennen.

2.3 Materie
In die Grundgleichungen (2.5), (2.6) fiir einen symmetri-
schen 4D- Tensor werden nun die folgenden fiir Materie
typischen physikalischen Annahmen eingefiihrt:

Zunachst wird die charakteristische Geschwin-
digkeit ¢ im System als Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
aufgefasst womit man sich auf das Gebiet der Relativi-
tatstheorie begibt. Die Energie setzt sich dann aus inne-
rer Energie E* und Ruhenergie E, = oc? gemill E =
E, + E*, zusammen. Der 3D- Stresstensor koénnte in
seiner allgemeinen Form IP; ; weiter verwendet werden
aber auch schon mittels des isotropen Druckes p und des
3D- Tensors PP; ; der Reibung, in der Form geschrieben
werden:
Ps s pP3 + P35 (2.14)
Mit dem Druck p sind dann auch zusatzliche thermody-
namische Variable verbunden, etwa die Temperatur T
und damit eine Verbindung zur Thermodynamik ge-
schaffen.

Setzt man dies in Gleichungen (2.5), (2.6) ein,
dann folgt (ndhere Erklarungen dazu anschlief3end):
Projektion auf die raumliche Basis: (2.15)

1 . .\ DV
F(Bo+E + )Py —P3,) o=
+Vp—Vy-P3o+

% (Fg,s> + F;,s

Dt \ c2 c?
Projektion in Bezug auf V:
Dy (Eo +E7) . .
T+V3-F3_s+pv3 V—P3;:V;-V

F;; DV
2 DT eV

wobei anstelle von (2.15) besser geschrieben wird

+

'?3=Q4,s'?3

VsV

(2.16)

1 . N D@V
|Po+ 5 (@ #0023 )|
+Vip = V5 P3¢+ - Ps =
DIII Fl;,s F3*,s
Dt \ c?2 + c2 VsV

=QsPs3 (217)
Zusatzlich gilt axiomatisch, dass die Ruhe-
Energie E, eines infinitesimalen 3D- Volumens im LAG-
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RANGEschen System zeitlich invariant ist (Kontinuitats-

gleichung)
DiiEo , D@
= =0 2.18
Dt ¢ Dt ( )
Damit schreibt sich (2.16) einfach als
Dy E* i i F;; DV
D + V3 F3+pVy-V—P;:V,-V+ 2 2 Dr -
=—-Qus'V (2.19)

Naheres zu den vorstehenden Gleichungen: Hinsichtlich
der Impulsgleichung folgte in (2.16) nach Erweiterung
mit o und bei Verwendung der Kontinuitatsgleichung

DV Dy eV
QE Dt
Weiterhin musste in der Energiegleichung berechnet
werden P;:V;V und in der Impulsgleichung V3« P5 .

(2.20)

Es ist mit

IP)3,5 = —pP; + ]P);,S = —pl, — puu + ]P);,S
in der Energiegleichung
Pys:VsV==p(V3-V)+P;,: V5V,
und in der Impulsgleichung

Vir Pyg=—Vap—pVs - P3+ V5P

wobei V5 - P; berechnet werden muss. Zunachst ist
DP, Du

V4-T3 =V3-“P3—u-ﬁ=v3-?3 +E=

Du
=V4-]I4+V4-uu=V4-uu=E+(V4-u)u

und somit durch Vergleich der rechten Seiten
Vs P53 = (V, wu,d. h.dann aber (V5 - P3) - P3 =0,
womit folgt
Vi Pys=—=Vap+V;3- P35

Fir den symmetrischen 4D- Tensor erhalt man
mit (2.17), (2.19), (2.18) die physikalischen Gleichungen
fur ein materielles Kontinuum, in welchem sich irrever-
sible Prozesse abspielen (Reibung, Energiedichtefluss).
Es ergibt sich eine verallgemeinerte EULERsche Impuls-
gleichung, eine zugehorige Energiegleichung (Erster
Hauptsatz) sowie eine Kontinuitatsgleichung. Die Vek-
tor-Quellfunktion Q, s ist dabei noch fiir das spezielle
physikalische System zu spezifizieren. Diese Gleichun-
gen sind keine a priori- Gesetze, sie spiegeln lediglich
Eigenschaften des Kontinuums im vierdimensionalen
Raum wider.

Wir schreiben diese wichtigen Endformeln
nochmals zusammen: Aus der Darstellung eines sym-

metrischen 4D- Tensors fiir Materie, (2.21)

. v .V . \'A"
T4,s = _pPS + IP)3,5 - (C_Z F3,s + F3,s ;) - (E + EO)F
folgt nach Divergenz- Bildung

Impulsgleichung

P ! E* P P;
[ 3+ E, (( +p)P;s — 3,5)]
+V;p =V, ]P);,S +

Dy (F3 F;
ﬂ( 3's> + ( 3's> . V3V

D@V
Dt

Dt \ c¢2 c?

= Qs P3 (2.17)



Energiegleichung (Erster Hauptsatz)

Dy E” _ . X
D +pV3 V=-V3-F3,+P3:Vy-V—
F3s Dy eV
- = - 'V 2.19
EO DT Q4—,s ( )
Kontinuitdtsgleichung
D
me _ (2.20)

Dt
Zur Impulsgleichung (2.17) Folgendes: Der Fak-

tor der zeitlichen Anderung des Impulses oV ist wegen
der GréfRenordnung ¢~? im zweiten Term sicher durch
P, allein beschrieben. Druckgradient und Divergenz des
Reibungstensors sind vertraute Terme. Lediglich der
Beitrag des Impulses, verursacht durch den irreversib-
len Energieflussdichtevektor ist neu (Hinweis darauf
aber bei C. ECKART!) Unter irdischen Verhaltnissen wird
dieser Term keine Rolle spielen, moglicherweise in der
Astrophysik. Zur Energiegleichung (2.19): bis auf den
vorletzten Term der rechten Seite (findet sich ebenfalls
bei C. ECKART), der unter irdischen Verhaltnissen eben-
falls vernachlassigbar wére, handelt es sich auch um
vertraute Terme, wobei das Auftreten der Energiedissi-
pation durch Reibung als irreversibler Prozess bemer-
kenswert ist.
Diese Vereinfachungen fiihren auf

DyjeV
Dt
Dy E

Dt
Man erkennt die Nahe zu den nichtrelativistischen 3D-

LAGRANGEschen Gleichungen fiir Fluide unter dem
Einfluss von Reibung und Energieflussvektor.

Die alleinige Vernachlassigung des zweiten
Terms in der Klammer vor der Beschleunigung in (2.17)
ermoglicht es im allgemeinsten Falle die Impulsglei-
chung in die Energiegleichung (2.19) einzusetzen: (2.23)
Dy E”

Dt

=—Vsp+ V3 Py, +Qus-P3 (2.21),(2.22)

+p(V3-V) = V3 F3 o+ P35 : V3V —Qu- V

-I—pV3'V=—V3'F§’S+P§'5:V3'V—

F; )
S (= Vap+ V3 Pigt..+ Que - P3) — Qus - V
0

-2
E

Dies wire im Falle grofler Beschleunigungen
oder grofler Energiefliisse im System eine Verallgemei-
nerung der Energiegleichung. Infolge des Nenners E; im
Zusatzterm diirfte dieser, wenn iiberhaupt, dann eher in
der Astrophysik eine Rolle spielen wenn grofde Energief-
lisse F; ; und grofie Beschleunigungen zusammenwir-
ken.

2.4 Gravitation (heuristisch)

Im Gegensatz zur Allgemeinen Relativitdtstheorie (ART)
wird hier angenommen, dass der 4D- Quellvektor Q,
(evtl. neben anderem) den Einfluss der Gravitation ent-
halt, hier im NEWTONschen Sinne als ein duf3erer Ein-
fluss aufgefasst. Es bleibt somit, zu beweisen, dass spezi-
ell im Falle schwacher Gravitationsfelder (Erde) die
folgende Argumentation akzeptabel ist.
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In der 3D- Hydrodynamik wird die Gravitation,
d. h. der Term —gV5;¢, durch Addition auf der rechten
Seite der Impulsgleichung als dufiere Kraft additiv einge-
fiihrt. Im Ersten Hauptsatz der Thermodynamik tritt
jedoch die volumenspezifische Energie ® = o¢ [//m?3]
der Gravitation nicht explizit auf.

Geht man wie im 3- Dimensionalen heuristisch
vor dann wiirde die Addition von @ im Term p%P; be-
reits den konventionellen Ansatz in der Impulsgleichung
liefern allerdings als (—V;0¢) = —V;® im Unterschied
zu NEWTON: (—oV;).

Man wdre aber zusdtzlich veranlasst, die Energie
des Systems, E* + E, ebenfalls durch die Energie & der
Gravitation zu ergdnzen! Dies ware zwar plausibel, doch
es misste in der ART bewiesen werden.

Man erhielte somit mit den neuen Variablen
P =p+ d,E=E"+ O: totale potentielle Energie (2.24)
als Energie- Impulstensor der Materie im Gravitations-
feld (2.25)

. . \' % \'A"
T4,s gB"P3 + ]PS,S - (; F3,s + F3,s C_Z) - (@ + EO)C_Z

Zum urspriinglichen Tensor T, ; wire somit der Tensor

A%
Gyg=—D <P3 + C—z) = —®(P; + uu) (2.26)

additiv hinzugekommen um die Gravitation sowohl in
den Impulssatz als auch in den Energiesatz einzufiihren.
Der zugehorige Energie- Impulstensor der Materie in
einem Gravitationsfeld ware dann:

Tas = Tas + Gy

und als Gleichungssystem hierfiir erhielte man dann
anstelle der Gleichungen (2.17), (2.19) etwas umgestellt:

Impulserhaltung
1 % DoV
[P3 + E—O(((E +P)P; — 1P>3,S)] =5+
DIII F?f,s FZ:,S
De (e) * e WsY| 7
=—-V;P+V;-P5; (2.27)
Energieerhaltung (Erster Hauptsatz):
Dy; € F3s DpeV
Vi V2 —=
Dt T VsV E, Dt
=—V;- F3; + (V5V): P35 (2.28)
Massenerhaltung
Di0
—=0 2.29
D7 (2.29)

Hierbei ist die Vektorquellfunktion Q,s =V, ' G, auf
den linken Seiten der Gleichungen integriert.
Approximativ kdnnte man schreiben

DoV *

D - VB + V3 P3 (2.27a)
Dy € _ - .

D + PV V==V, F5; + (V3V): P35 (2.28a)
bzw. fiir eine verallgemeinerte Enthalpie €+ 5 = §
Di$  DP . *

D + D= Vi Foo+ (V3V): P35 (2.30)



Im Vergleich zur konventionellen Form der
Behandlung dieser Grundgleichungen der Thermo-
Hydrodynamik tritt hier anstelle der inneren Energie E*
die sogenannte totale potenzielle Energie E* + @ und
anstelle des Druckes p die Summe aus Druck und volu-
menspezifischem Geopotenzial, d. h.p + ®, auf. Dass
dies in allen Gleichungen so einheitlich geschieht, lasst
vermuten, dass dieser Behandlung des Problems der
Grundgleichungen gesetzmafliges zukommen kénnte.

Schreibt man diese Gleichungen wieder in den
urspringlichen Variablen:

1 i % DpeV
[\‘P:; +E—0((E +p)T3 _]P)S,s) +] " Dt +
Dy F3*s) F35
— = -V, V|- Py = 2.31
Dt (cz cz 3 ] 3= ( )
i 24 DV
== Vap + Vs P = (V0 + 5 ) [Quee Py
F;. DV
11 3s
Dt tPVs + c? Dt
_ . « Dy @
==V Fig+ (V) P5, — (—+ @V V) (232)

[_Q4,s ' V]
dann lasst sich durch Vergleich mit (2.17), (2.19) erken-

nen, dass
20 DV D@

Qs :—(V3d> ¢z Dt )_( Dt

(wobei zu beachten ist, dass die rechte Seite der Impuls-

gleichung + Q, s enthdlt, die Energiegleichung jedoch

- Q4,s)-

Dies muss identisch sein mit

Qus = Vo Gy

wobei (2.26) in der Form

Gys = —P (P3 +uu) = — d(l, + 2uu)

verwendet wird.

'
+c1>v3-v)c—2

Wir beweisen dies:

Vy Gy =—(V, @) - (I, + 2uu) — 20V, - uu =
Do Du
=V, —25-u— 20 —20(V, - wu =
D® D® Du
—V3d>+D u—ZD—u—2¢D——2d>(V4 wu =
Du Do
= —V3(I>—ZCDE—<E+¢(V4-u)+cb(v4-u)>u =
Du Dy @
—(v3q>+2q>E)—< S O, u))
2 DV
V4-G4s=—(V3¢+C—2E)—
1 (D@
_c2< S+ D, - V))V—
20DV 1 Dy
_(VS(D—}_C_ZE) 2% Dr

Der letzte Term der rechten Seite entstand unter Ver-
wendung der Kontinuitatsgleichung aus

DIIICD IIIq)

+o(V,-V) =g

Als Ergebnls folgt: Die 4D Divergenz des auf Gravitation
zuriickgehenden Vektor- Quellterms Qs =V, - G¢ ver-
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schwindet nicht, und unter Verwendung des auf Gravita-

tion zuriickgehenden Tensors (2.26) erhdlt man den

Erhaltungssatz

Vs (Tys+Gyg) =0 (2.1)
Die approximierten Gleichungen (2.27a) und

(2.28a) schreiben sich somit

M = Vp4+V., P —V.®
Dt 3P 3 P3¢ 3

Dy E” N N Dy
Dt +pVy V=-V; F3+P;,:V;V—o Dt

Geht man in der Energiegleichung von volumen-
zu massenspezifischen Variablen iiber, dann erhalt man
mit E* = pe” und mit der Kontinuitatsgleichung in der
Form

v V_DU

VVs Dt

De* Dv i Dy

>t Poe =vu(=V;-F5+ P5, : V,V) — o (2.33)

d. h. eine bekannte Form des Ersten Hauptsatzes, bis auf
das Auftreten einer Quelle (Senke), verursacht durch das
Geopotenzial im Ersten Hauptsatz.. Neu ist lediglich der
Term

Illq)

(#0)
auf der rechten Seite der Energiegleichung. Dieser er-
klart sich so: Bewegt sich ein infinitesimales Materievo-
lumen in Richtung abnehmenden Gravitationspotenzials
(im Falle der Erde zur Erdoberfliche hin) dann nimmt
(unter den einfachsten Bedingungen) die innere Energie
zu, und umgekehrt, so wie es sein sollte. Unter diesen
Bedingungen ist dann namlich die totale potentielle
Energie e” + ¢ eine individuelle (massenspezifische)
Invariante:
D(e"+¢)
Dt -
Eine Alternativform von Gleichung (2.28b) ware
(

D(e* + ¢)
Dt
somit eine Gleichung fiir die massenspezifische totale
potenzielle Energie. Das Auftreten des durch op = @
additiv erganzten Druckes p in der Energiegleichung ist
unkonventionell und muss in seiner Bedeutung fiir die
Dynamik und Gesamtenergetik des Systems ndher un-
tersucht werden. Sieht man von dieser Ergdnzung im
zweiten Term der linken Seite ab, dann erhalt man die in
der Meteorologie verwendete Energiegleichung.
Im LAGRANGEschen System ist definitiv

Dv i i
+(+ Q‘b)ﬁ = U(_V3 "Fy o+ P5, V3V).

D¢
Dt
Waire die rechte Seite Null, dann, ware das Geopotenzial

eine 3D- Invariante dhnlich der Ruheenergie (Dichte).
Dies trifft in einem raumlich variablen, wenn auch rdum-
lich stationdrem Gravitationsfeld, wovon wir ausgehen
muissen, sicher nicht zu.

=0




Wir beweisen abschliefiend, dass ¢ im ortsfes-
ten System ein "stationdres"” Feld ist (was es sein muss).
Hierzu betrachten wir den ,problematischen” Term

Diu¢ D@
= oV, V)=
Dt Dt + @V, V)
Do
=V, - (VO) + d(V, V) =2V, (VD) “Dr

Integriert man iiber ein raumfestes 3D-Volumen und
tiber die Eigenzeit, dann ergibt sich

flzdrﬂL av, (2v4-(vq))—¥)

v, - (V) V DVO
5 . -5
=zf d‘rﬂf dav. ¢ T | =
) v _1bo

2 Dt

D® Do
2 __—

=2£2d1ﬁ3d03-v¢+ffv3dV3£2dT( D7 )
:ﬂfx@ dV3£2dr§=ﬂfv3 av; (o, —d,) =0 (2.43)

In Gleichung (2.39) war Gebrauch gemacht worden von

2
f dr# dos -V =0
1 03

und von
\"4 DVCD_ (V DV)¢+D<§D_DCD
c2 Dt c? Dt Dr Dt

Andert sich somit im raumfesten Volumen V; das Poten-
zial nicht dann liegt mit &, = @, tatsachlich ein statio-
nares Gravitationsfeld vor. Bei Integration tber ein im
LAGRANGESschen Sinne mitbewegtes Volumen was hier
aber erforderlich ware verschwindet die rechte Seite
von (2.26), (2.27) nicht und legt deshalb nahe den zeit-
lichen Anteil von V, - G, ¢ als existent zu betrachten.

2.4 Alternativ: Gravitation, allgemein- relativistisch
behandelt (abenteuerlich)
In der allgemeinen Relativitatstheorie ware mit
dem EINSTEIN-Tensor
Gs =R* —?114 dh G =R —25}
der kovariante 4D- Erhaltungssatz gegeben durch:
Vs (Tys+ Gyg) =0 (2.24)
Die Zielsetzung dieser Arbeit liegt in der Be-
handlung irdischer physikalischer Systeme. Dabei
kommt hier infolge der Existenz des Gravitationsfeldes
der Erde die allgemeine Relativititstheorie ins Spiel. Es
tritt durch die Gravitation der Erde (Rotation?) inner-
halb des "flachen" MINKOWSKI-Raumes eine schwache
Raumkriimmung auf, welche einen wichtigen Beitrag zur
Dynamik irdischer physikalischer Systeme leistet. Somit
muss die bisher angewandte MINKOWSKI- Metrik unter
Verwendung eines (massen- bzw. volumenspezifischen)
Gravitationspotenzials ¢ [m?/s?] bzw .® = o¢ [J/m3]
erweitert werden.
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In der allgemeinen Relativitiatstheorie wird die
Gravitation bereits in der Metrik des Energie- Impuls-
tensors berticksichtigt. Es ist dann mit
Vy Gus =0auchVv, T, =0.Die EINSTEINsche Feld-
gleichung fir ein von elektromagnetischen Effekten
freies System beschreibt dann die "Raum- Zeit" (hier
deuten wir die Tatsache, dass es sich bisher um gemischt
kovariant- kontravariante 4D- Tensoren handelte, vo-
riibergehend durch Hochstellung des Index 4 an. Es ist

aber I* = 1,):

((R;:) %(s;:)) — Gl =R o1 = e

mit der EINSTEINschen Gravitationskonstanten
k = 8nG/c* und der Kriimmungsinvarianten R = kT,
wobei

T = Spur T§ = Spur P34+ E =

= Spur P;; + E* + E; = E, ist.

In der hier verwendeten Version der Relativi-
tatstheorie wird fir T# weiter die MINKOWSKI-Metrik
verwendet und im Gegensatz zu den Verhéltnissen in
der allgemeinen Relativititstheorie ist hier V, - T# # 0,
und Qs =V, - Gf # 0.

Es ist nicht leicht, in der Literatur die Feldglei-
chung fiir die kugelférmige und rotierende Erde der
Masse M, umgeben von Materie der mittleren Dichte g,
ARRAAEAARARR. In einer Quelle (Internet) findet, man
dass die SCHWARZSCHILD- Metrik verwendet werden
konnte. Diese gilt jedoch streng nur im masse-freien
Raum fiir welchen T# = 0 und T = 0 auf3erhalb des gra-

(E.1)

vitierenden Korpers gilt und zudem fiir nicht rotierende
Kérper. Gleichung (E.1) reduziert sich dann auf R* = 0.
Diese Losung wird fiir den Aufdenraum jedoch als Nahe-
rung auch fiir die langsam rotierende Erde verwendet
(Satelliten-bewegung). In Hinblick auf die Zielsetzung in
dieser Arbeit kommt man hiermit allerdings nicht wei-

ter.
Die Feldgleichung (E.1) schreiben wir in der
Form °
R R R
]R4 —EH4 = (R4 —Eg‘}) +§(g4 — H4) = —K Tg bzw.

(]R”‘ - gg“) + g]hl“ = —k T# (E.1a)
wobei der 4D- Tensor h* betragsmifig als klein ange-
sehen wird. Mit

R kT T SpurP;s+E"+E,
2K 26 2 2
schreiben wir

1( R

Eo

—(R* — =

p > (E.1a)

E,
g4) +7]h]4 = — Tg

5 Die Grenzen der symbolischen Vektorschreibweise nach GIBBS sind
hier erreicht, es miisste ab hier im Einklang mit der in der Relativitats-
theorie verwendeten Praxis dringend die Indexschreib-weise verwen-
det werden. Bei Verzicht hierauf, gehen wir das Risiko ein, zumindest
ungenau zu argumentieren. Eine Version in Index-schreibweise ist
jedoch in Bearbeitung.



Wir nehmen an, dass es sich um schwache Gra-
vitationsfelder handelt, Felder die approximativ in den
NEWTONschen Spezialfall iibergehen (JORDAN, 1953;
SCHMUTZER, 1968; u. a.). Dabei ergibt sich, dass der
MINKOWSKI- Tensor I* in schwach gekriimmten Riu-
men durch Zusatzterme, welche das Gravitations-
potenzial ¢ beinhalten, erweitert werden kann. In Bezug
auf die lokale Metrik, dargestellt durch die kontravarian-
ten Grofden P und u, schreiben wir (offen):

2 2
g'(¢) = (1 - C—an) Py— (1 + C—zq;) uu (2.29)
und somit

2
h* = g*(¢) —I* = —— ¢(P3 +uw) (2.29a)

Dies konnte die "Storung" der MINKOWSKI- Metrik
durch das Auftreten von (schwacher) Gravitation sein.

Gleichung (E. 1a)schriebe sich dann:

1 R
E(R4 - Eg‘*) — ®(P3; +uu) = — T (E.1b)

wobei

Eo

ZP=eb=2

Dies wiirde genau dem heuristischen Ansatz aus (2.3)
entsprechen, wo sich ergab: G, = — ®(P; + uu) wenn
in (E.1a)

R R
R* — Eg“ =0, auch Vv, - (]R{" - Eg”‘) =0, (E.5a)

gesetzt wiirde, d.h., wenn man anndahme, dass es sich
um einen Raum konstanter Kriimmung handelt.

Somit widre in beiden Fallen der EINSTEIN-
Tensor fiir die Erde gegeben durch

R
G¢ =5 h* =~ & (P; +uu) (2.32)

Als Feldgleichung fiir schwache Gravitation
konnte somit angenommen werden
Ti+ Gyg =Ts — P(P3+uu) =0 (E.1c)

Ausfiihrlich geschrieben ist (E. 1c) :

T+ Gt =—(p+ P)P3 + P — (uFs, + Fy u) —
—[(E*+ @) + EjJuu = (2.33)

= —PBP; + Pi, — (uFs, + F3,u) — [€ + EgJuu = 0

und somit erhalt man das gleiche Ergebnis, welches im
Kapitel (2.4) heuristisch als wahrscheinlich angesehen
worden war: Es entstliinde somit ein durch Gravitation
erganzter Druck p und eine durch Gravitation erganzte
innere Energie:

P=p+ P C=E"+ .

Im Unterschied zur existierenden Literatur ist
hier jedoch die Vektorbasis (5, u) LAGRANGEsch ver-
wendet worden und somit jedem sich bewegenden 4D-
Raumpunkt "angeheftet". Die Variabilitiat der Vektorba-
sis zeigt sich beispielsweise, wenn aus

V,-1,=0

berechnet wird:

V, Ps= Dt
Ds
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Fir ¢ = 0 ergibt sich die MINKOWSKI- Metrik,
der Zusatzterm in (2.29), bedingt durch den Nenner c?,
ist dagegen eine kleine Korrektur. Es wird in der Litera-
tur vermerkt, dass es sich beim Potenzial ¢ dann um ein
statisches d. h. im erdfesten System zeitunabhangiges
Feld handeln muss. In einem LAGRANGEschen System
ist die Metrik dann aber (individuell-) zeitabhangig.

2.5 Entropie (Version 1)

Das Verhalten der Entropie im System wird
durch einen symmetrischen 4D- Tensor Z, ; beschrie-
ben. Dieser wird durch die skalare Entropie S, den Ent-
ropieflussdichtevektor S; sowie durch einen 3D- Tensor

R; ¢ aufgebaut:
\'A"

1
LZys =Ry, — 2 (Vs?’;,s + S;,sv) - Sc_z
Diezu V, - Z, = — Q,¢ (4D- Quellvektor der Entropie:
Q45 # Q4 im Vergleich mit frither)
gehorenden Projektionen folgen aus den Gleichungen
(2.5), (2.6) nach Umbenennung der Variablen. Die hier
gultigen "Struktur- Gleichungen” sind somit:
Projektion auf die raumliche Basis:

DIII S;,s S;,s
Do\ ) T VeV = Ve Ras +

=0, Ps (2349

1 DoV
+—(SP; —R;.)-
E, (575 — Ry,) Dt
Projektion in Bezug auf V (2.35)
Dy S . 2835 DoV
5o+ Vs S35~ Rysi VsV + E—Os Do —(Q45°V)

In der Kontinuumsphysik treten derartige Gleichungen,
insbesondere hinsichtlich von Aussagen iiber die voll-
standige 4D- Vektor- Quellfunktion Q,, offensichtlich
nicht auf.

Im Folgenden bringen wir zunachst Energie-
Impulsgleichungen und Entropiegleichungen miteinan-
der in Beziehung und bestimmen dann die 4D- Vektor-
Quellfunktion Q.

Wir gehen von der durch Gravitation erweiter-
ten Energie- Impulsgleichung aus: V, - (’Il’4_ + ((54'5) =0.
Hierin war

20 DV D V
2 Dt )_ Dt (2
2® DyeV D¢ V
E_O Dt ) S Dt 2

Der Tensor Ty ; = T, + G, fithrte, mit (2. 21)
und (2.26) zu (2.25):

v4-G4,s:—(v3c1>+

:—(v3q>+

* V * * V * VV
Tys = —pPs + Py, = (S Fie + By ) = (B + E)—
\'A"
Gy =—P (?3 + C—Z)

i . v .V \'A%
T4,s = _513"].')3 + ]PS,S - (; F3,s + F3,s C_z) - (@ + EO)C_Z
Aus V, - T}, ; = 0 folgten dann die Gleichungen (2.27) bis
(2.29).

In der klassischen Physik (Fluide) verwendet
man im vorliegenden Zusammenhang einen sog. "integ-
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rierenden Nenner". Dort ist es die absolute Temperatur
T, womit man die Reihe von Materialgleichungen des
speziellen Kontinuums in das Geschehen einbindet. Hier
besteht die Freiheit, fiir andere Materialien einen ande-
ren angepassten integrierenden Nenner zu verwenden.

Dividiert man auch hier im Vierdimensionalen
die vorstehende Gleichung durch T dann erhalt man:

1 T, 1\ T,
TV Tas = Varmgt =T () 32 =0
Hierfur schreibt man
']I'Z_S 1 TZ_S 1
Vo2 =17, (5) 2 =10, (5) s = ~us 236)

wobei man schon den Tensor T, /T mit dem 4D- Entro-
pietensor Z, ; identifizierte. Dieser schreibt sich unter
Verwendung der durch Gravitation erweiterten Glei-
chungen als

Tas B P3s 1( Fs  F3s )
Lys=—F=—P3+——=| V= =V -
T T3 T2l T T
(E+Ey)VV 1 N . \'A%
_TF = ]R3'5 - ? (VS3,S + S3'SV) - SC_2
Somit bestiinden die Zuordnungen:
TS = €+ E,
TS; s = F3 (2.37)
TR?;,S = _g'B:P3 + P;,s
und die 4D- Vektorquellfunktion Q, ; ware:
1 1
Qus = =TV, (5) Zus =5 VT 2o = (238)
1 DTV 1 DTV
=5 (VT frz) 2o =5 (VT 2 - g )
1 .V 1 DT
= T[V3T : (]R{&s - S5 Cz) Do — (S35 + VS) ]

\'

7|

2

1 1 DT ., DT
= T[V3T-R3'S 2o —S35— (V3T-S3,s +ES)
Da allgemein
\'
Q4-,s = Q4,s “Ps+ (_Q4,s ' V)C_z
folgt fiir die rechten Seiten von (2.34) und (2.35)

1/ DT sgs
Qus Py =g|—pr=z T VT Rs; (2.39)
1, DT .
—(Q45°V) = $( ~5oS — VT SS,S) (2.40)

Setzt man die Zuordnungen (2.37) in (2.34) und
(2.35) ein, dann erhdlt man den Satz von Entropieglei-
chungen fiir Materie im Gravitationsfeld:
Projektion auf die raumliche Basis

DIII S;,s S;,s
D\ 2 +C—2-V3V—V3-]R3_S+
1 DoV B
+—(saf>3 —Rgy) - o

1 DT S3s
=T\ Dz + V3T Ry (2.34)
Projektion in Bezug auf V
Dy;iS 2835 DoV
D T Vs S5~ Rygi VsV + EOS- D

1 DT .
- T( —ES - V3T . S3,s> (235)
11.10.21 1:34 vo — 34/3acl
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Die Bestimmung der Entropie- Vektorquellfunk-
tion war der erste Schritt. Aussagen iliber die Entropie-
produktion u. a. erhalt man aus den Bilanzgleichungen:

Entropie- "Impulsgleichung”

Dy (S35
Drler )7 Ve Mas =
—TS;S-V V+ VT Ry —
1 c2 3 3 3,5
T\ DTS Tip gy Dmev)
Dt ¢?2 E, 3 3. Dt
Entropiegleichung
DS .
D + V383, =
1 [ =835 V3T +TR;3, : V3V —
oT —ES HS* DyeV | =P 20 (242)
Dt E, °3s Dt
wobei TR; ; = —PP; + P3¢ eingesetzt werden muss um

den aus den gegenwadrtigen Betrachtungen herausfal-
lenden Reibungstensor IP ¢ sichtbar zu machen.

Die Entropiegleichungen (2.41) und (241a) fiir
den ,Impuls” des Entropieflussvektor S;, = F; /T (so-
mit fiir den durch Reibung verursachten Warmefluss-
vektor) sind wohl bisher nicht aufgetreten. In der Ver-
gangenheit hat beschrankte man sich im 3D auf Diskus-
sionen um die Rolle von —Q, - Vin der Entropieglei-
chung fiir S. Moglicherweise erginzen aber Festlegun-
gen, die rechte Seite der Gleichung betreffend, die Aus-
sagen des Zweiten Hauptsatzes welche bisher nur mit
Aussagen liber die rechte Seite der skalaren Entropieg-
leichung verbunden sind. Die rechte Seite der Gleichung
(2.42) wird als Entropieproduktion interpretiert, verur-
sacht durch irreversible Prozesse innerhalb des materi-
ellen Systems. Die Forderung, dass diese stets > 0 sein
muss, ist die Aussage des Zweiten Hauptsatzes. Diese
Forderung ist bisher das erste in Erscheinung getretene
physikalische "Gesetz". Alle vorherigen Gleichungen
waren lediglich Bilanzgleichungen (wie auch diese hier).

Wenn auch Gleichung (2.42) (in verallgemeiner-
ter Form) den "Zweiten Hauptsatz" der Thermodynamik
beinhaltet, muss Gleichung (2.41), bei geeigneter Inter-
pretation beider Seiten, unbedingt mit herangezogen
werden. Sie ist ndmlich als eine Bilanzgleichung fiir den
durch nichtlineare Reibungsprozesse (P3) erzeugten
Energieflussvektor (F; ;) aufzufassen (erzeugt durch die
vom Reibungstensor IP5 ; verursachte Energiedissipati-
on).

Die Entropiegleichungen enthalten ausschlief3-
lich Variable, welche irreversible Prozesse beschreiben.
Es sind dies der Energieflufivektor F; ;und der Reibungs-
tensor P3;. Mit den >0 — Bedingungen (Zweiter
Hauptsatz) stellen sie, wie gesagt die einzigen bisher
aufgetretenen physikalischen Gesetze dar. Alles Vorherige
waren (geometrische) Bilanzgleichungen, die aus der
einzigen Bilanzgleichung



Vo Ty =—-Q,
heraus abgeleitet worden waren.

Die Entropie- "Impulsgleichung” (2.41) bzw.
(2.41a), als Gleichung fiir den Energie-Flussdichtevektor
F; ¢ geschrieben, kann als prognostische Gleichung fiir
diesen aufgefasst werden womit sich eine Parametrisie-
rung desselben eriibrigt. Offen bleibt nur noch die Be-
schreibung der nichtlinearen inneren Wechselwirkun-
gen die durch den "Reibungstensor” IP3 charakterisiert
werden. Hierfiir lasst sich im Rahmen der vorliegenden
Betrachtungen prinzipiell keine prognostische Gleichung
ableiten; eine solche miisste aus den speziellen Eigen-
schaften des Kontinuums folgen. Somit ist neben den
Aussagen zur Entropie eine Aussage iiber die nichtlinea-
ren inneren Wechselwirkungen physikalisch vorzuge-
ben.

Sieht man von zusitzlichen Quellen ab, dann
koénnte man meinen, dass das System hinsichtlich der
inneren  Energiewechselwirkungen gewissermafien
abgeschlossen ware. Dies ist hinsichtlich der Zahl seiner
Gleichungen und der Zahl der auftretenden Variablen
nicht der Fall; es miissen, bereits in Hinblick auf den
eingefiihrten integrierenden Nenner T, Materialglei-
chungen, etwap = p(T,0), E* = E*(T, ¢ ) hinzutreten.
Zu den bisher auftretenden Variablen
epTE,SV,F5,, P35, @ = ed
miissen zusdtzlich Materialgleichungen, wie etwa
p=p(T,e) E"=E(T,e)
und evt. andere hinzutreten, was ja auch zu erwarten
war.

Die skalare, zusammen mit der vektoriellen Entro-
piegleichung, sind unverzichtbare Bestandteile des Ge-
samtsystems von Gleichungen fiir die Energie- Impul-
sphysik des materiellen Systems.

Im Sinne von A. SOMMERFELD steuern die mit
der Entropie verbundenen Gleichungen - in der Funktion
von Managern - die "Welt" der makroskopischen Mate-
rie mit Hilfe der irreversiblen Variablen, welche auch in
den Bilanzgleichungen - in der Funktion von Buchhal-
tern- auftreten. Es verwundert somit nicht, dass die
genannten irreversiblen Variablen bereits im 4D- Konti-
nuum angelegt sind: Gleichung (1.9) und (1.14).

Weltsicht: Materie bewegt sich als Folge einer
urspringlichen Ursache "allgemein", d. h. unter dem
Einfluss von nichtlinearen Wechselwirkungen der Be-
standteile untereinander. Diese Wechselwirkungen er-
zeugen dabei Felder von Energiedissipation im Kontinu-
um. Als Folge davon entstehen Felder von Energiefluss-
vektoren. Der 2. Hauptsatz regelt die Beziehungen zwi-
schen ihnen. Dann steuern beide die Energie- Impul-
sphysik.

2.5 Entropie (Version 2)
Nochmals:

11.10.21 1:34 vo — 34/3acl
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Das Verhalten der Entropie im System wird durch einen
symmetrischen 4D- Tensor Z, ; beschrieben. Dieser wird
durch die skalare Entropie S, den Entropieflussvektor
S3 s sowie durch einen 3D- Tensor R;  aufgebaut:

Zys = Ry — (uS;, + Sj,u) —Suu

Die zu V, - Z,; = —Q, gehorigen Projektionen folgen
aus den Gleichungen (2.5), (2.6) nach Umbenennung der
Variablen. Die hier gililtigen Gleichungen sind:

Projektion auf die raumliche Basis:

% (s:;) + % VoV =V, Ry, +
=045 Pz (234)
1 DV
+C—2(53°3 — Rsy) o
Projektion in Bezug auf V (2.35)
D};‘f +V;- S5, — Ry VsV + ZEZ'S : DI];TQV =—(Q45V)

Diese Gleichungen sind noch ganz allgemein: sie
entstehen aus dem allgemeinen symmetrischen Tensor
Z4s. In ihrer Anwendung auf einen 4D- Entropietensor
findet man sie so nicht in der Kontinuumsphysik, beson-
ders nicht hinsichtlich von Aussagen iiber die 4D- Vek-
tor- Quellfuktion Q,, ..

Die Energie- Impulsgleichungen und die Entro-
piegleichungen (2.34, 2.35)miissen nun miteinander in
Beziehung gebracht werden.

In der klassischen Physik geschieht dies fiir die
Entropie S unter Verwendung eines sog. "integrierenden
Nenners". Dort ist es die absolute Temperatur T. Hier
verwenden wir die durch Gravitation erweiterte Ener-
giegleichung (2.28):

Pu | g, v=
Dt 3 .
=—V;- F, +P3:(V3V) — ZFEL: % (2.28)
und definieren (abweichend von Version 1.) die Entro-
pie durch die Gleichung
D‘“S—E(DLIGMW -v) (2:36)
Dt T\ Dt : '

Dabei wird die Bewegung der Materie im Gravitationsfeld
als ein reversibler Vorgang angesehen. Weiterhin defi-
nieren wir einen Entropieflussdichtevektor S; ; durch

F*
S;s = % (2.37)
Nach Division von (2.28) durch T folgt
Dy;iS ng)

L v S Qe 2.38
Dt 3 (T (2:38)
1\ F5, P35 2 F35 DyeV
= TV (=) —=—+—-:(V5V = =pc=0

3<T) T P UV m e =02

Dies ware die Gleichung zur Berechnung der skalaren
Entropie mittels des Entropieflussdichtevektors F; /T
und der Energiedissipation.

Fiihrt man den Vektor der Entropieflussdichte

in (2.38) ein, d. h.: (2.38a)
Pusd g5, = 1v (l)-s* +Bsgvo
Dt 3 3,s 3 T 3,s T V3



2835 DyoV _
"E, Dt =
dann liefert der Vergleich von (2.38a) mit der allgemei-
nen Version (2.35) die Vermutung:

3,s

0, V=19 (3)Siy .
Der anfinglich angegebene 4D- Entropietensor sieht
dann so aus:
P;s F?j,s F3,s
T (“ T T
Damit ist der Zusammenhang zwischen den im Entropie-
tensor auftretenden Variablen und denjenigen die im
Energie- Impulstensor erscheinen, hergestellt.

So wie aus der Energiegleichung mittels eines
integrierenden Nenners die skalare Entropiegleichung
abgeleitet wurde, kann ebenso mit der Impulsgleichung
verfahren werden
Impulserhaltung

po =0)

]RS,S =

(2.39)

*

Z4,s =

u)—Suu

1 . DoV
Ps+— P, — P} —_—
[ 3+ B, (((5 + P)P3 3,5)] D +
DIII F?f,s F35
or (o) o vV P =

=—-V;B+V;- ]P’;s (2.27)
da in ihr ebenfalls der Energieflussvektor F; jvertreten
ist. Fiir diesen Fall umgeschrieben folgt

@(Fg*s
Dt \ ¢?

2) - v, By,

F3
_C_Z'S.VSV_ Vo P —

1 % DoV
S RN (CRR R B R

Hier erzeugen wir den Entropieflussdichtevektor S;

indem wir wieder den integrierenden Nenner T ver-
wenden. Es ist zunachst:

%(&)_Tﬂ(l)sa_ .P’é‘s_ R(l)ﬂ”’és_
Dt Dt\T/ ¢2 3 Dt\T/ T
S3s 1 B
=——==.V,V-V —(=)=-
cz 3 3( ) (T)T
% ) DoV
= [?3 e —((©+T)Ps - Pg,s)] S
bzw. in Form einer Bilanzgleichung
Dun (S _ g, Bhs _
Dt ST
D (1\S5, D /1\P%, Si.
T S22y V—
Dr(T) + D‘E(T) T ¢2 3
B D /I\B
=9 () + T ) 7
1 1 Dy eV
—f[?3+E—O(((5+‘B)T3—Pg,s)]'—DT

Dies muss mit der allgemeinen Form

DIII S;,s P?s S3s
-V = VL,V —
Dt \ 2 37T c2 3
P3 DIIIQV
- + Q4 P3

- (sa%

verghchen werden. Dies fuhrt vl
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D (1) S;, D /1\P%,
P, =T—|(= 2
Qs Ps Dr(T) Dr(T) T
B D (1\B
_Vg(T) TE(T)T_
! P (3 P, — P* T SP Pss
-7 3+E—0(( +P)P3 - 3'5)_E_0 3T
DpeV
. 2.40
D (2.40)

wobei der letzte Term geschrieben werden kann als
1 \'
-z [?3 F(E+p- TS).‘P3)] Durd

Wire die thermodynamlsche Deflmtlon der Entropie
durch TS = € + B gegeben, verbliebe fiir den letzten
Term

_lDIIIQV
T Dt
und man erhielte
D /1\ S5, D /1\ P%,
P =T— =)= — (= S
Qas* Ps Dt (T) c? Dt (T) T

1
T

-0, () + T

Zusammen mit

1
~0,. -V =17 (5) 83,
ergabe sich als 4D- Quellvektor der Entropie

®
T

l DoV
T Dt

(2.40)

D (1\S;, D /1\P%, (‘B)
s_ g (2
Qs = Dt (T) Dt (T) T s\t) *
D /M\P 1 DoV (1) S35
= TV, (=) - =22V
Dr(T)T T Dt 3\T/) ¢

Mit dem Bisherigen liefde sich nun Gleichung
(2.34) analog zu (2.38) etwas umgeordnet schreiben

DIII S;,s P?s S3s
i S|y, S8 = LY.V —
Dt \ c? 5T c2 3 2.41)
_i SP. — P_gs D"IQV +Q,-P .
EO 3 T D 4,s 3

Sieht man wieder vom vorletzten Term der rechten Seite
ab, dann ware der Vektor der Entropieflussdichte S; ¢
allein durch die Eigenschaften des Reibungstensors in
Verbindung mit dem Temperaturfeld bestimmt. Dies
bedeutet, genauer gesagt, dass der Energieflussdichte-
vektor F; seine Ursache in der durch den Reibungsten-
sor IP5 ; verursachten Energiedissipation findet und dass
der Vektor der Entropiequellfunktion, Q,, verschieden
von demjenigen ist, Q,s, der bisher verwendet wurde
und welcher neben der Gravitation noch andere physi-
kalische Quellen enthalten konnte.

Sieht man von zusatzlichen Quellen ab, dann ist
das System hinsichtlich der inneren Energiewechselwir-
kungen gewissermafien abgeschlossen und man geht
nicht fehl, die Vektor- Quellfunktion @, fiir den Entro-
pietensor in folgender Form anzusetzen:

1) _ (P’é‘,s S3.s v) _

0 = (g) (774

1 I
= (g) (P + s 5)

Dann entstiinde mit

(2.40a)



*

DIIIS

1 3,8

D +V3 S35 =TV, T Sz + T:V3V—

2835 DoV
_Z73s IR o >0 2.38
E e (= P02 0) (2.382)
und
Dy (S36 P3 (1) P3 Sss
— = |-V, —===TV, (=) —=— - V.,V —
Dt \ c2 T \1) T c2 3

1 P35\ DmeV
——| SP =) — (= >0 2.41
E( . T) == (= po = 0) (2412)

ein Gleichungssystem, das ("gesetzmafdige") Struktur-
ahnlichkeit ausweist.

Die (impulsartigen) Entropiegleichungen
(2.41) und (241a) sind moglicherweise bisher nicht
aufgetreten. Sie sind zudem hinsichtlich des Ansatzes
(2.40a) fir den Quellvektor @, zwar sehr plausibel,
doch nicht bewiesen. Es ist aber zu vermuten, dass die-
sem trotzdem eine wichtige physikalische Bedeutung
zukommt. So hat es in der Vergangenheit Diskussionen
um die Rolle von —Q, ¢ - Vin Entropiegleichungen gege-
ben.

Die Gleichungen, (2.38), (2.41) enthalten aus-
schlief3lich Variable, welche irreversible Prozesse be-
schreiben. Es sind dies der Energieflufdvektor F;; und
der Reibungstensor P3¢. Mit den > 0 — Bedingungen
(Zweiter Hauptsatz) stellen sie die einzigen bisher aufge-
tretenen physikalischen Gesetze dar. Alles Vorherige wa-
ren (geometrische) Bilanzgleichungen, die aus der einzi-
gen Bilanzgleichung

Vy Ty =—-Q,
heraus abgeleitet worden waren.

2.6 Elektrodynamik der Kontinua (Vollfassung)
2.6.1 Definitionen und Quellvektorfunktion
Es handelt sich in diesem Abschnitt um die "Maxwell-
Physik". Die Formeln (3.3), (3.4) mit (3.12), (3.13 a), mit
(3.22a) und (3.24) werden im Folgenden nochmals zu-
sammengestellt:
1. Physikalische Grundgleichungen des 4D-Tensors

F3 as

DII
( c? ) Ps

Dt
= Q4,as Py

Vs Quas -V

2. Geometrische "Nebenbedingungen”

d
v3 X F3,as

(3.3)
(3.12)

* e
F3,as -

DII F?fi,as

Dt
=0

- F§y =0 mit

F?j,as ' F?:i,us =0

3. "Kontinuitatsgleichung"

Vy- Q4,as =0

4. Zugehorige " Impulsgleichung”

Dy (F |
111( 3s> P+ ;'V3V—V3']P§),s+

Vi X F3 o6 + “P3

(3.4)

v, (3.13)

(3.14)

(1.32)

Ds
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DV (EP P2
+E ' C_2 3= 7 = Q4,as ' IE4,as " P3 (4.14)
5.Zugehorige " Energiegleichung”
Dy, EP .
ps TV FD; — (V3V): PY +
F); DV
C_Z ) E = _Q4-,as ) IE4,as 'V (3.15)

Bildet man die 3D- Divergenz der Gleichung,
(3.3) dann ergibt sich mit der zugehorigen Gleichung
(3.12) ( V5-Dy/Dt(...) = Dy /D1[V5 - (...)] (FORTAK
1956))

Dy Q4, "V
Be (o) =% (Quas )

Integriert man dies iiber ein materielles Volumen, dann
ergibt sich eine interessante Beziehung zwischen den
beiden Komponenten des Quellvektors

ffj V() = ff o (@)
fff AV (Quas u) = #do (Quas " P5)

Diese allgemeinen, und auch den Quellvektor der Elekt-
rodynamik betreffenden Beziehungen miissen dort dis-
kutiert werden.

Der Bezug zur Elektrodynamik der Kontinua

wird hergestellt wenn man definiert
F;.s = E;und F{ ; = Bs, (6.2)
wobei E; die elektrische Feldstarke und B; die magneti-
sche Induktion bedeuten, und wenn man alle Gleichun-
gen durch die magnetische Feldkonstante y dividiert
und zugleich die Beziehung c?ue =1 (6.1)
zwischen der Lichtgeschwindigkeit ¢ (im Vakuum), der
magnetischen Feldkonstanten y und der elektrischen
Feldkonstanten ¢ verwendet

Fihrt dies in die beiden ersten Gleichungssatze
ein, dann folgt:

V3XE_&(5E3)"‘P3
u Dt
_ Qs - Py (6.3)
u
Q4as
Vi ¢eEy=——7F-V 6.4
3" €k3 L (6.4)
und
D,B
Vs X Ez+—— Py
=0 (6.5)
V,-B;=0 mit E;-B3=0 (6.6)

Bis auf die Beziehung (6.1) kam es bis hierher
lediglich zu einer Umbenennung von zwei Vektoren
innerhalb von rein geometrischen Gleichungen des 4D-
Raumes. Zu physikalischen Gleichungen kommt man
auch hier, wenn dem Quellvektor Q, .5 eine physikali-
sche Bedeutung gegeben wird: Setzt man

Q.
#as = (]3,3 +

DII P3

Dt

+V, X m3)-fP3+(Qe—V3- P,)V



=J5. P3 +]2V
(MAUERSBERGER, 1964 u.a.),
wobei J; , der elektrische Leitungsstromvektor, P; der

6.7)

Vektor der elektrischen Polarisation, m; der Vektor der
Magnetisierung und o, die Raumladungsdichte sind,
dann erhalt man die MAXWELL-HERTZschen Gleichun-
gen der Elektrodynamik der Kontinua im hier verwen-
deten Sinne und in den Variablen Eg, elektrische Feld-
starke und B3, magnetische Induktion:

V3 XE_&(SE3)P3 =
u Dt

D, P3
= (IS,e + Ié_[ + V3 % m3> Py = ]Z?.e (6.8)
V3 eE; =p,— Vs P3=]2 (6.9)
und unverandert

DB
Vi x E3 + ——2. p,
=0 (6.5)

V, B3 =0 mit E3-B; =0 (6.6)
(bildet man V;-D,;B3/Dt=D,,V;-B3 dann ist

(6.5) mit (6.6) identisch erfiillt).

Zur konventionellen und tibersichtlicheren Dar-
stellung gelangt man durch Einfiihrung der zusammen-
gesetzten Vektoren D5 - Vektor der dielektrischen Ver-
schiebung und H; - Vektor der magnetischen Feldstar-
ke:

D; = ¢E; + P;und Hy; = B3/u — my:

V, x H; — DuDs Py
=Jse (6.10)
V;-D; =0, (6.11)
und unverandert (6.5) und (6.6).
Die "Kontinuitatsgleichung"
Vi Quas =0 (1.32)

lasst sich mit (6.7) unter Anwendung der folgenden
Formel fiir einen 4D-Vektor A, = A; + A,V berechnen:

—D)-(A3+A0V):

\"

V DA,
=V;- A, = e +V-V,A)+A,V;- V
DA, A; DV
— +V.- S 6.12
Dt 378 72 Dr ( )
Es folgt, noch vollstandig,
Q. Dyp Dy Dy Py
V, 'T“:Te_ﬁ(vs' P3)+V3']3,e+V3' Dt
1 Dy Py DV
gz e+ e+ 0 x ) =
Es ist nun
DyP; Dy
3" e —E(Vs P;) ( 6.13)
womit folgt
11Pe ]31’)8 DV
V.- 2. __ =0 6.14
Dt + 3 ]3 e + CZ Dt ( )

Man erhalt bis auf einen "relativistischen Term" (?) den
bekannten Erhaltungssatz der Ladungsdichte.
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Die Energie- und Impulsgleichungen der Elekt-
rodynamik folgen nach Umschreibung von (3.6)-(3.8):

1
D _ * * d d D
]P)3,s - C_Z F3,asF3,as + F3,as F3,as —E P3

Pss M E;E +1BB EJD (6.15)
—] — g —_— —— .

U 3 3%~3 U 323 U 3

1, F2:
F?L,),s = _F3,as X F?(,i,as ===

c
F2; 3
25— S, =By x — (6.16)
u

1, . 2 2

2B = — (F3a5)” + (Fflas)
EP 1
27 = 2E = ¢(E;)? + ;(33)2 ( 6.17)

Hierbei sind: Ml; der MAXWELLsche Spannungstensor,
S; der POYNTINGsche Vektor (S;/c? ist der elektro-
magnetische Impuls) und E ist die elektromagnetische
Energiedichte.

Setzt man alles in (3.14) und (3.15) ein, dann

folgt:

Dy 83) S; DV (E M3)
M) P+ 2V — (=P ——2) =
D‘r(c2 3+c2 3 +D1: 2”3 2

=V, M, +%-I€4m P, (6.18)
LI PP L

Dt 38 Dt c¢2

_ . Q4,as

= (V3V): My = =2 By -V (6.19)

(die Wechselwirkung zwischen Bewegungsfeld und
elektrodynamischem Spannungstensor fithrt zu einer
Zunahme der elektrischen Energie).
Es verbleibt die Berechnung von
Q4-,as
U

\%
(1225 +12V)- (€5 By 4

' IE:4,0.5

\"4
E3—E3C—2

):

\'
~(J5e X B3 +]0E;) - Py — (J3e - E3)C_2 =
A
L D

- K3 - (13,2 ) E3)C_2
Hier erscheint der LORENTZsche Kraftdichtevektor K5
in verallgemeinerter Form

L
K3
= 1‘3’,6 X B3 +J7E;
und ebenfalls die JOULEsche Warme
]é),e ) E3
Damit ergibt sich aus (6.18), (6.19) die vollstan-

dige Impuls- und Energiephysik der Elektrodynamik in
Wechselwirkung mit einem Kontinuum zu

(6.20)

Dy /Ss S, DV (E M,
e(@) Pata TV (BPa ) =

=V, M, — K; (6.21), (6.22)
DyE DV S,

S+ Vst Syt 20 == (VaV): My — 15, Es

In vertretbar vereinfachter Form gilt



DIII S3
E(CZ) .‘P3 = V3 M3 Ké (6223)
DIIIE _ D

Dt + V3 S3 = (V3V):M; —J3, - Es (6.23a)

Die Impulsgleichung (6.22) ist eine Verallge-
meinerung einer konventionellen Version, die Energieg-
leichung eine solche des POYNTINGschen Satzes, wobei
hier von Bedeutung ist, dass neben der JOULEschen
Warme noch eine Energiedissipation durch die Wech-
selwirkung zwischen bewegtem Kontinuum und elekt-
romagnetischem Feld auftritt.

2.62 Zusammengesetztes Feld aus Materie und
Elektro- Magnetik

Wir kommen in diesen Zusammenhang noch
einmal auf die Strukturgleichungen fiir ein zusammen-
gefasstes Feld zuriick, d. h. auf die Gleichungen (1.19a),
(1.20a), und wenden das Ergebnis auf das sich in einem
schwachen Gravitationsfeld befindende System der Glei-
chungen (2.27), (2.28) an. Man erhélt unschwer als Er-
gebnis die folgenden Gleichungen in welche noch die
vorher angegebenen Bedeutungen der Variablen einge-
setzt werden kénnen:

Impulserhaltung
1 % DoV
[P3 + E—O(((E +EP + P)P; — (P + 1P>3D_S))] e
Dy ((F55 + FD:)\ | (Fss + FD2)
+[E< a )t Y| P =
= —VyP+ V- (P, +P2) +
+ Q3,as X F?(,i,s + (Q4—,as
. u)F3,as (2.27)
Energieerhaltung (Erster Hauptsatz):
Dy (€ + EP) (F;5 +F2;) DyeV
_ Vs V42— — =
Dt R E, Dt
= - v3 ' (FZ;:,S + FQ;) + (VSV) : (]Pﬁ?:,s + ]p]??,s) -
- Q3,as ) F3,us (228)
Massenerhaltung
Dijre
= 2.29

D (2.29)
Ladungserhaltung
Var Quas =0 (2.30)

2.6. Elektrodynamik der Kontinua (Kurzfassung)
2.61 Grundgleichungen
Die Grundgleichungen sind hier durch

Dy (F3,
TR
—Quas " Ps3 (2.41)
Vs F;,as == Qqas"V (2.42)
mit
Dy F§
[ HD‘:,aS + V3 X F;,as} '?3
=0 (2.43)
Vs F§pe=0 (2.44)
und
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FD: o
%( 55) A SN
Py =
DV
+C—2(ED?3 —-P2) D
= Q3,as X ng,s + (Q4,as
. u)F?”as (245)
D, EP i F?* DV
5tV FD: —PY : VsV +2— = > Do =
= - QS,as ' F3,as (246)
gegeben, wobei Gruppe ( 2.47)
F; .F
]P)?,S = (M +F3 as F3 as) - ED“PS
3 S
,as ,as
F?]?s = F3,as = c
F;):;s - F3*,as X F:gas
Fgas ’ d 2
2EP = )+ (FSss)

Bildet man die 3D- Divergenz der Gleichung
(2.41) von 1., dann ergibt sich mit der zugehorigen Glei-
chung (2.42)
Dy (Quas "V
E( Zsz ) =V3- (Q4,as 'T3)
Integriert man dies iiber ein materielles Volumen, dann
ergibt sich eine interessante Beziehung zwischen den
beiden Komponenten des Quellvektors

ffj V() = ff o (@)
fff AV (Quas " u) = #do (Quas * P5)

Diese, auch den Quellvektor der Elektrodynamik betref-
fenden Beziehungen miissen dort diskutiert werden.
Die physikalische Annahmen sind hier:

Gruppe ( 2.48)

F; = E3, Elektrische Feldstarke
Féias = B;, Magnetische Induktion
F{,s =E3 x B3 =S3, POYNTING — Vektor

(c?su = 1, gegebenenfalls)

Der Satz von Gleichungen fiir die Elektrodyna-
mik elektrisch leitender Kontinua ist dann:
MAXWELL- HERTZsche Gleichungen: Gruppe (2.49)

DII(E3) V,XBy = — Q.- Py =
Dt 3 3 4,as 3
Dy Py

—Jze Dt X mg,
V3 E3 =—=Quas V=0,V P;
Dy By

D +V; XE;3 =0
V;-B3 =0
Hierbei berechnete sich der 4D-Quellvektor zu:  (2.50)
Q,, Dy Py

#as_(lse Dt +V3Xm3)-P3+(Qe—V3-P3)V
mit

J3,. als Konvektionsstrom
P, als Polarisation



m; als Magnetisierung
0. als Ladungsdichte
Die elektromagnetische Impulsgleichung ist.

Dy (S S
D—(—3) 23-V,V -V, P, +
bp. _pp).DV | T2
+C—2(E P3s—PL) pr
= Q3,as X Fig,s + (Q4,as
. U)F3,as (2.51)
und der POYNTINGscher Satz
D, EP D S; DV
Dt +V3' S3_P3,S:V3V+2F EZ
= - Q3,as ' F3,as (252)
mit Gruppe (2.54)

E;E;3
P = ( c2

+ BgB3) —EPP;  MAXWELL — Tensor

E S
FSDle = _3 X B3 = ?3
FP, =S, =E, x B, POYNTING —
Vektor

E;\? .
2EP = <?) + (B3)? Energiedichte

Damit sind auch die Strukturgleichungen der
Elektrodynamik leitender Kontinua als geometrische
Struktur des 4D- Kontinuums erkannt.

Die zugehorigen Entropiegleichungen entstehen
unter Verwendung eines integrierenden Nenners © mit
DyyyS _ 1D;,EP

Dt © Dt
Alles, was im Falle der Materie ausgefiihrt wur-

de tibertragt sich mit Hilfe der oben angegebenen Ener-
gie- Impulsgleichungen nach Umbenennung der Variab-
len. Insbesondere tritt zu dem elektromagnetischen 4D-
Quellvektor derjenige, der aus der "inneren" Dynamik
stammte:

Qus = V3 (%) ' (PBD.S + Fé);s ‘2)

Nach Kenntnis des Autors finden sich derartige
Entropiebetrachtungen auf dem Gebiet der Elektrody-
namik leitender Fluide in der leichter zuganglichen Lite-
ratur nicht.

2.7 Srahlungs- Hydrodynamik
Es liegt eine diesbeziigliche Arbeit aus dem Jahre 2010
vor. (Kurzfassung einarbeiten)

3. ANHANGE (Formelnummerierung chaotisch!)

3.1 Durchfiihrung der Divergenzbildung

1) 4D- Divergenz eines symmetrischen 4D-Tensors (IP;
ist symmetrisch)

Tus = P3s — (uFs; + F35u) — Euu

DP;
Vo ' Pyg= Vs -Pyo—u =

Ds
Du
Ds
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= Vg ]P3,s + IP)3,5 ’

V4 ' uF3,s =u- V4-F3,s + (V4 ' u)Fil,s =
_ DyyFz 6

Ds

Vy Fyou=(V, -F3)u+Fs - V,u

= (V3'F3's_u

[ Du
V3 " F3,S + F3,S * E):l u + F3,S " V4_u

V,-Euu=[(u- V,4E) +E(V,-u)]Ju+ Eu- V,u=
DE Du DyE Du
= _D_+E(V4 u)]u+E—= Ds u+EE
Esistzwar V, -u = V5 - u, doch spater wurde aber V, - u
weiter verwendet.
Die Divergenz ergibt sich, wenn man die einzel-

nen Terme geeignet anordnet zu

DF.
Zs)] u+F; - Vyu

Du Du
Vy Ty = ED—+V3 ]P’3S+]P’3S-E—
Dy F3 Dy E Du
(—DS >+ F3,- V,u ) (D + V3 Fy +Fy - Ds)u

Multipliziert man skalar mit dem 3D- Projektionstensor
%P3, dann bleibt
Du Du
(V4-E4_S)-?3:—EE D
Ds $Vau )
Multipliziert man skalar mit u, dann ist

+V; Py + Py

(V4 Eug)-u= +v3 F3,+F- st

+(V3'P3‘S+P35'D__Ts)'

Esist

(V4 ’ IP)3,5) u=V,: (]P3,s ) “) - (Vyu): Py

und mit

DF;;  D(Fs,-u) Du_ . Du
Ds Ds 35 Ds~ 3 Ds

erhalt man

(V4 Eug) u= +v3 F3o+F3-—+

Ds
Du
+ (—(V4u) :Pss 4+ Fag E)
2) 4D- Divergenz eines asymmetrischen 4D-Tensors
(IP; s ist asymmetrisch) und seines Dualen
= F?(:i,as F €3t (UFS,as - F3,asu)
Tg,as = F3,a5 "E€3— (ll F’;’j,as - F3d,asu)

Hier ist beispielhaft zu berechnen

V- ( €3 F3,as) und V, - (UF3,as - F3,asu)
DF;

V- ( €3 F3,as) =V;- €3 F,—urgy Déas =
= —V3 X Fyq
V4 ' (UFS,as - F3,asu) =

Dy Fs,

Ds z - | S u—(V,- F3,as)u

DyiF;,
= Tas — (V4 F5 as)u
Damit erhalt man

_ DIIFS,as d

Vi Tyes = Ds V3 X F5 o6 — (Vs F54)u



DII F?fi,as
Ds
Die Projektionen auf die raumliche Basis sind:

DF.
(V4'T4,as)'?3=M_

V- Tfl-l,as =- = Vs X F3p5+ (Vs Fgas)“

Die Projektionen in Bezug aufu

Dy F;,
(v4 ) T4,as) u= = u+ (V4- ) F3,as) =
Du DF; 45
=—F3 4 E + V3 Fy 5 — U'T = V3 Fyq

Analog wird
(v4 ) Tg,as) u=—- V4- ) FE(Ii,as
Dies beendet den mathematischen Teil der Arbeit.

3.2 Der nicht- relativistische Spezialfall

Der Ubergang zu nicht-relativistischen Prozes-
sen gestaltet sich leicht: Mit A = 1 vereinfachen sich die
Gleichungen immer dann, wenn A auf-
tritt (Zeit, V, ...). In Termen, in denen V differenziert wird
kann in manchen Fallen approximativ gesetzt werden:

0.y0
3 V3\V

V.
2 c

V=2 [avg’ + 7\8( —2] ~ SVY. (A2.1)

wobei (s. Anhang 5)

c2

1/2
V=2V + V) mit1/1 = [1 - (M)]

verwendet wurde und wobei V¥ - V{ = 0 beachtet wird.
Multipliziert man (A2.1) von rechts skalar mit V, dann

ergibt sich
)-o(%5%)] o
was zu fordern ist.

Multipliziert man (A2.1) dagegen von rechts skalar mit

E

VP - vy

2

V9 - vy
2

V-V =)2 [8(

V2, dann ergibt sich

o
.v0 —
SV-VQ =2 V0. yon yon?| =
(25 (3)

vy - vy 3

2] 22

d. h. ein Differenzial der kinetischen Energie im Labor-

V9 - vy

2

VP - vy

system. Insbesondere erhalt man fiir
DV/Dt =ADV/Dt° mit Dt° = A D (s. Anhang 5)

DV o D (VN8

pr 3 Dpto\ 2

die materiell- zeitliche Anderung der kinetischen Ener-
gie im Laborsystem. Hier ergeben sich die nicht-
relativistischen Falle sehr einfach.

Bis auf die Quellvektoren auf den rechten Seiten
aller Gleichungen entspringen alle linken Seiten der
Aussage: Im Vierdimensionalen existiert ein (4D-
differenzierbarer) 4D-Tensor der einen symmetrischen
und einen asymmetrischen Anteil besitzt. Damit ist die
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gesamte theoretische Physik der Kontinua, auf eine ge-
ometrische Aussage reduziert. Physikalische Systeme
selbst werden allein durch die Vorgabe der Quellvekto-
ren definiert.

3.3 Allgemein- relativistische Behandlung der Gravi-
tation (liberarbeiten)

In der allgemeinen Relativitatstheorie ware mit
dem EINSTEIN-Tensor
G: =R* —?114 dh G =R —25}
der kovariante 4D- Erhaltungssatz gegeben durch:

Vs (Tys+ Gyg) =0 (2.24)

Die Zielsetzung dieser Arbeit liegt in der Be-
handlung irdischer physikalischer Systeme. Dabei
kommt hier infolge der Existenz des Gravitationsfeldes
der Erde die allgemeine Relativititstheorie ins Spiel. Es
tritt durch die Gravitation der Erde (Rotation?) inner-
halb des "flachen" MINKOWSKI-Raumes eine schwache
Raumkriimmung auf, welche einen wichtigen Beitrag zur
Dynamik irdischer physikalischer Systeme leistet. Somit
muss die bisher angewandte MINKOWSKI- Metrik unter
Verwendung eines (massen- bzw. volumenspezifischen)
Gravitationspotenzials ¢ [m?/s?] bzw .® = o¢ [J/m3]
erweitert werden.

In der allgemeinen Relativitiatstheorie wird die
Gravitation bereits in der Metrik des Energie- Impuls-
tensors berticksichtigt. Es istdann mitV, - G, = 0 auch
V,+T,s = 0.Die EINSTEINsche Feldgleichung fiir ein
von elektromagnetischen Effekten freies System be-
schreibt dann die "Raum- Zeit" (hier deuten wir die Tat-
sache, dass es sich bisher um gemischt kovariant- kont-
ravariante 4D- Tensoren handelte, voriibergehend durch
Hochstellung des Index 4 an. Es ist aber I* = 1,):

((R;:) %(s;:)) — Gl =R o1 = e
mit der EINSTEINschen Gravitationskonstanten x =
8mG/c* und der Krimmungsinvarianten R = T, wobei
T = Spur T; = Spur P34+ E =
= Spur P;; + E* + E; = E, ist.

In der hier verwendeten Version der Relativi-
tatstheorie wird fir T# weiter die MINKOWSKI-Metrik
verwendet und im Gegensatz zu den Verhéltnissen in
der allgemeinen Relativititstheorie ist hier V, - T# # 0,
und Qs =V, - Gf # 0.

Es nicht leicht, in der Literatur die Feldglei-
chung fiir die kugelférmige und rotierende Erde der
Masse M, umgeben von Materie der mittleren Dichte g,
ARRAEEERARR. In einer Quelle (Internet) findet, man
dass die SCHWARZSCHILD- Metrik verwendet werden
konnte. Diese gilt jedoch streng nur im massefreien
Raum fiir welchen T# = 0 und T = 0 auf3erhalb des gra-
vitierenden Korpers gilt, und zudem fiir nicht rotierende
Kérper. Gleichung (E.1) reduziert sich dann auf R* = 0.
Diese Losung wird fiir den Aufienraum jedoch als Nahe-

(E.1)



rung auch fiir die langsam rotierende Erde verwendet
(Satellitenbewegung). In Hinblick auf die Zielsetzung in
dieser Arbeit kommt man hiermit allerdings nicht wei-
ter.

Die Feldgleichung (E.1) schreiben wir nun in der

Form ©
R R R
R4—EH4 = (R4—Eg4)+§(g4—ﬂ4) = —KTg

R R
(]R4 — §g4) + E]hl4 = —K Tg’ (E 13)

wobei der 4D- Tensor h* betragsmaRig als sehr klein

angesehen wird.
Ein erster Versuch: Ware

R
vV, (]R{“ —Eg“) =0,
dann konnte fiir sehr schwache Gravitationsfelder als
Feldgleichung angenommen werden:

(E.3a)

R
E]hfL = —x T? (E. 4a)

In der linearisierten Gravitationstheorie wird die Be-
rechnung des "metrischen Stérungsterms" h* mit gro-
3em theoretischen Aufwand betrieben.

Wir nehmen nun an, dass es sich um schwache
Gravitationsfelder handelt, Felder die approximativ in
den einfachen NEWTONschen Spezialfall tibergehen
(JORDAN, 1953; SCHMUTZER, 1968; u. a.). Dabei ergibt
sich, dass der MINKOWSKI- Tensor I*in schwach ge-
krimmten Raumen durch Zusatzterme, welche das Gra-
vitationspotenzial ¢ beinhalten, erweitert werden kann.
In Bezug auf die lokale Metrik, dargestellt durch die
kontravarianten Grofien P53 und u, schreiben wir (?7):

2 2
g*(p) = (1 - C—Zd)) Ps— (1 + C—zd)) uu (2.29)
und somit
2
h* = g*(¢) ~1* = — = ¢(P5 +uw) (2.29a)

Dies konnte die "Storung" der MINKOWSKI- Metrik
durch das Auftreten von (schwacher) Gravitation sein.

Im Unterschied zur existierenden Literatur ist
hier jedoch die Vektorbasis (P5,u) LAGRANGEsch und
somit jedem sich bewegenden 4D- Raumpunkt "angehef-
tet". Die Variabilitit der Vektorbasis zeigt sich bei-
spielsweise, wenn aus

v,-I,=0

berechnet wird:

V, P33 = D u.a
Ds

Fir ¢ = 0 ergibt sich die MINKOWSKI- Metrik,
der Zusatzterm, bedingt durch den Nenner c?, ist dage-
gen eine kleine Korrektur. Es wird in der Literatur ver-
merkt, dass es sich beim Potenzial ¢ dann um ein stati-

6 Die Grenzen der symbolischen Vektorschreibweise nach GIBBS sind
hier erreicht, es miisste ab hier im Einklang mit der in der Relativitats-
theorie verwendeten Praxis dringend die Indexschreibweise verwen-
det werden. Bei Verzicht hierauf, gehen wir das Risiko ein, zumindest
ungenau zu argumentieren. Eine Version in Indexschreibweise ist
jedoch in Bearbeitung.
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sches d. h. im erdfesten System zeitunabhingiges Feld
handeln muss. In einem LAGRANGEschen System ist die
Metrik dann aber (individuell-) zeitabhangig.

Ein zweiter Versuch: Ware in (E.1a) bereits

R
]R4 = Eg4 (E 53)
d.h., ndhme man an, dass es sich um einen Raum kon-
stanter Krimmung handelt, dann kdme man ebenfalls
auf Gleichung (E. 4a).
In beiden Fillen ergibe sich aus (E.4a) mit

(2.29a) als Feldgleichung:
R R
K']I‘;‘+E]hl4 =k Té _C_<2|> (P3+uu)=0

MitR =~ kE, = koc? folgt schlieRlich

T — (P53 +uu) =0 (2.31)
Somit ware der EINSTEIN- Tensor fiir die Erde gegeben
durch

Gt = (2.32)

R

Eh4 =—k ® (P35 + uu)

und man erhielte ausfiihrlich geschrieben:
1 .

TS+ -G = —(p + ©)P; + 3, — (uFy; + F34u) —

—[(E*+ @) + EjJuu = (2.33)
= —PBP; + Pi, — (uFs5 + F3,u) — [€ + EgJuu = 0

und somit das gleiche Ergebnis, welches im Kapitel (2.4)
auf heuristischem Wege als wahrscheinlich angesehen
worden war:

Es entstiinde somit ein durch Gravitation er-
ganzter Druck p und eine durch Gravitation erganzte
innere Energie:

P=p+P, C=E"+ .

3.4 4D- Kinematik (ergianzen)

Hierbei handelt es sich um die 3D- Darstellungen von
4D- Ableitungen der beiden wichtigen Grofden, der 4D-
Identitatsdyade und dem 4D- LEVII-Civita- Symbol. Bei-

de sind Invarianten fiir die gilt:
DI, De,
Ds - 0, V,e.=0, Ds =

Aus der ersten Bedingung folgt
V,P; =V,uu

und so etwa

v,I, =0, 0

Dyju
Ds

Du
V4-.‘P3=V4-uu=E+(V4-u)u=

Du
(V4'?3)'?3:E
(Vi P3)ru=—(V,-u)
Andererseits ist
DP,

Vy, P, =V, P,—u-
4" I3 3 3“DS

=V .‘P+Du.‘P
IR B SV

Somit ist
Vs Py =V, -wu=(V;-wu
(V3-P3) - P3 =0,
(V3 -P3) -u=—V;-u wie vorher.
Aus der zweiten Bedingung folgt



DI, DP; Du Du _

Ds Ds —ﬁu—uE—O
DP; Du + Du
Ds _Eu uﬁ

Aus der dritten Bedingung folgt etwa
Ve €,=(V €) P3—(Vy-€) uu=0
oder andererseits
De,
=0

V,-€,=V,-€E,—u-
4"y 34“DS

3.5 4D- Vektoren und Tensoren (liberarbeiten)
Ein 4D-Vektor kann im Zusammenhang mit der
MINKOWSKI-Metrik geschrieben werden als
A=A, [, =A,-P;+ (A, -w)u =
=A; +Aju
Das Skalarprodukt zwischen zwei 4D-Vektoren ist
A,-B,=A;-B; —AyB, (A5.2)
Gilt fiir einen Vektor A, dass A;* > A,* dann nennt man
ihn raumartig, anderenfalls zeitartig.

Die Grundform eines symmetrischen 4D-
Tensors ist:
E,s =A,B, +B,A, =
= A;B; + B;A; + u(AyB; + ByAs) +

(A5.1)

+(AyB; + BoAz)u + 2A,B,uu (A3.3)
Es war, zum Vergleich:
Ey,s = P3¢ —uF3, —F;5u — Euu (1.9)

So folgt
P; = A3B; + B3A;,
F33 = —(A¢B;3 + BoAj),
E =-2A,Bg
Die Grundform eines asymmetrischen 4D- Ten-

sors ist:
Eyqs =AB,—BA, = (A3.4)
= A3B; — B3A; + u(AoB; — ByAj) —
— (A¢B; — BoAz)u =
= €3 (A3 XB;3) + u(AoB; — BoAjz) —
— (AoB; — BoA3)u
Es war durch Vergleich:
]E4-,as =€z F&.(’j,as + (UF3,as - F3,asu) (19)

So folgt
Ffos = A3 X By, Fyo0 = AgBy — BoA;

Der duale des asymmetrischen 4D-Tensors hat
Eigenschaften eines 4D-"Vektorprodukts" (A, X B,) ist
jedoch ein 4D-Tensor zweiter Stufe:

1
[Eg,as = 2 €,: (A4B, —B,A,) =€,: A4B, =
= €3 (A¢B3 —BpA3) —u(A; X B3) +
+(A;
X B3)u (A3.5)
Es war, zum Vergleich:
]Eg,as = €3 F3,as - (uF’sEi,as - F?fl,asu) (19)

mit den gleichen Beziehungen wie vorstehend.
Berechnet man mit (A.33) und (A.34) das dop-

pelt- skalare Produkt E, : Eﬁ_as dann erhalt man

Eyas: Efas = (A3 X B3) - (AgB; — ByA3) =
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= F3d,as ’ F3,as =0

Dies bestétigt die Aussage in (1.27).
Verwendet man den 4D- Nablaoperator mit V,=
D

V3 + (— g) u

als einen der beiden 4D-Vektoren, dann erhélt man (der

Vektor u wird mitdifferenziert, nicht jedoch das beziig-
lich der Differentiation konstante 4D- LEVI-CIVITA-

Symbol):
Flr den symmetrischen 4D-Tensor:
v,B, +B,V,= (A3.6)
=V;B; + B;V; + By(Vsu+uvy) —
DB, Du

—U(E—V3BO +B0E) -

DB; Du DB,
—(K— V3B0 + Boﬁ)u - ZEuu

Verjliingt man (A3.5)und dividiert durch 2, dann ergibt
sich ein fritheres Ergebnis:
u
s
Flr den 4D- asymmetrische Tensor:
v,B, - B,V,=
=V;B; —B;V; + By(Vsu—uV;) —

DB, Du
—-u (_DS + V3BO + BO E) +
4 (DB3

Ds
kann man noch setzen
V3B; —B3V3= €5+ (V3 X B3)
Vsu—uVz= €;- (V3 Xu)
und somit ist
v,B, -B,V,=
=65 (V3XB;3) +ByE;- (V3 Xu) —

Du
+ V3B, + B, E) u

(A3.7)

(—DB3 +V,B,+B Du)+
u Ds 3Do °Ds
+(—DB3 + V4B, +B Du)
Ds 3bo °Ds u
Schliefilich ist fiir den zu (A3.6) dualen 4D-Tensor, der

Eigenschaften einer "4D- Vorticity" (V, X B,) besitzt,
jedoch ein 4D-Tensor zweiter Stufe ist

(V,B, —B,V,)4 = % €4t (V4B —B,V,) =
=€,:V,B, =
DB, Du
= —63'(E+V330 +B°E) - (A3.8)
—u(V; X B3 + ByV; X u) + (V3 X B; + ByV; X u)u

Hinsichtlich des 4D-Dualen (A5) bleibt zu zei-
gen, dass er typische Eigenschaften eines 4D- vektoriel-
len Produkts besitzt. Bildet man
ESos Ay =€, A BA, =07
ES. B, =€,iA,B,B, =07,
dann verschwinden beide Ausdriicke tatsdchlich, weil
ein dreifach skalares Produkt einer teilweise symmetri-
schen Triade mit dem asymmetrischen 4D-LEVI-CIVITA-
Symbol verschwindet.

Unter Verwendung der vorstehenden Betrach-
tung lasst sich auch ein 4D-Spatprodukt bilden:



[Eg,as :C,D, =€,:: A,B,C,D,

womit Eigenschaften des 3D- Vektorprodukts ins Vier-

dimensionale iibertragen sind. Da die entstehenden

Ausriicke im Gegensatz zum Dreidimensionalen jedoch

Tensoren geworden sind empfiehlt es sich den Gebrauch

des vektoriellen Symbols X zu vermeiden. Die konse-

quente Verwendung der 3D- bzw. 4D-LEVI-CIVITA-

Symbole behebt alle denkbaren Schwierigkeiten.
Hinsichtlich der Divergenz eines dualen 4D-

Tensors war mit vermerkt worden, dass diese ver-

schwinden sollte. Schreibt man mit (A5)

V- Eg,as = €,1V,(A4B,) =07

ESas = €3 (AgBs —ByAz) —u(A; X By) +

+(A; X B3y)u =

= €3 F3,us - (ll F?fl,as -

folgt analog zu 2.3

Ffasu)

¢ _ Dm
— V4 Eigs = E(A3 X B;) +

+V3 X (AgB; — BpA3) — [V3- (A3 X B3)Ju =
D
= %(A3 X B;3) + (V3 -u)(A; X B3) +

+ AyV3; X B; —ByV; X B3 + (V3A,) X By

—(V3Bg) X Az — [V5- (A3 X B3)]u

Dies sollte generell verschwinden, was man so aber
nicht nachweisen kann! So bleibt die als "Nebenbedin-
gung" bezeichnete 4D-Divergenz-freiheit des Dualen
eines asymmetrischen 4D- Tensors immer noch eine
Hypothese.

Hinsichtlich der "4D-Vorticity" (A8)! sollte im
Einklang mit Vorigem das Verschwinden der 4D- Diver-
genz einer "Rotation"” gelten:

V, (€, V,B,) =€,:V,V,B, =07

Dies ist erfillt, weil wie vorher ein dreifach skalares
Produkt einer teilweise symmetrischen Triade mit dem
asymmetrischen 4D- LEVI- CIVITA- Symbol verschwin-
det. Diese Tatsache lasst sich explizit auch (schwer) aus
der entwickelten Form von (A8) ableiten und fiihrt zu
einem komplizierten geometrischen Zusammenhang
zwischen den 3D-Vektoren und den Skalaren, welche
(A8) aufbauen.

Folgende Spezialfille sind von Interesse, zu-
nachst fiir den symmetrischen 4D-Tensor

B; = 0:

v,B, +B,V,= (A6a)
Du

= By(Vzu +uvy) + u(Vg,B0 - By E) +

+(v B, — B Du) 2 2%

3Do °Ds u Ds uu
zusatzlich B, = 1 (A6b)
Du Du

v,B,+B,V,=Vsu+uV; — UE ~Ds u

und

By, =0:
DB,

v,B, +B,V,=V;B; + B;V; — U5~
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DB,
Ds u

Analog fiir die beiden anderen Tensoren
B; = 0:

v,B,—B,V,= (A7a)
Du
=By €3 (V3 Xu)— u(V3BO +B0E) +
Du
+ (V3B0 + B, E) u
zusatzlich B, = 1
v,B,—B,V,=
€, (v ) Du
= . X — J—
3 3 Xu u Ds
+ Du A7b
Ds U (A7Db)
und
By, =0:
v,B,—B,V,= (A7¢)
DB; DB,
=€z (V3 XB3) - u¥+ﬁu
und schlief3lich fiir den 4D-Dualen
B; = 0:
(V4B, — B4V4)d = (A8a)
Du
= €3 (V3B0 + By E) + u(ByV; X u) —
—(ByV3 X w)u
zusatzlich B, = 1
(V4B, — B4V4)d =
Du
= E3-E+ u(V; X u)
— (V3 Xxwu (A8b)
und
By, =0:
(V4B, — B4V4)d = (A8¢)
DB,
= €3 E+ u(V3 X B3) — (V3 X B3)ll

3.6 LORENTZ- Transformation

3.61 Einleitung
Die bisher betrachteten Ausfiihrungen lieferten Glei-

chungen, die ein im Kontinuum mitschwimmender Be-
obachter benutzen miisste. Das Kontinuum wird dabei
durch LAGRANGEsche Koordinaten beschrieben. Dies
sind die von der Eigenzeit r abhingigen Koordinaten
a,,a,,a; im beschleunigtem und deformierten Kontinu-
um. Der auftretende Nabla-Operator ist im Sinne einer
kovarianten Ableitung zu verstehen.

Der Physiker arbeitet jedoch in einem 6rtlich
fixierten Labor, in einem EULERschen System, in wel-
chem er der Einfachheit wegen kartesische Koordinaten
verwenden kann. Es verbleibt somit eine Transformati-
on der vorher entwickelten Gleichungen vom mit-
schwimmenden LAGRANGEschen System in ein raum-
lich fest verankertes EULERsches System. Diese Trans-
formation wird durch die LORENTZ-Transformation
bereitgestellt.



Im LAGRANGEschen System besitzt jede sich
gegenliber dem EULERschen System mit der Geschwin-
digkeit VY bewegende "Partikel” dieses mitgefiihrte
Koordinatensystem welches als lokales Inertialsystem
angesehen werden kann (MIHALAS, 1984). Dessen Vek-
torbasis ist durch die kovarianten Vektoreng,,g,, 85
gegeben. Hinzu tritt der (kovariante) Einheitsvektor u in
Richtung der Tangente an die Weltlinie. Das Bogenele-
ment derselben ist mit dem Differenzial der Eigenzeit
T eines bewegten Kontinuum-Teilchens gemafd ds = cdt
verbunden. Es gilt die Orthogonalitit der Basisvektoren:
u- (g, 8,83 =0.

Es werden zwei Koordinatensysteme betrach-
tet: Ein EULERsches System, fixiert etwa in einem ru-
henden Labor. Dagegen bewegt sich das (materielle)
LAGRANGEsches System. Ein (materieller) Punkt in
diesem System "ruht" dort, weshalb es auch "Ruhesys-
tem" genannt wird. Im LAGRANGEschen System kann
aber auch eine Bewegung eines beliebigen Punktes,
(Rakete), stattfinden welche von der Bewegung der ma-
teriellen Punkte des LAGRANGEschen Systems verschie-
den ist. Die LORENTZ-Transformation liefert dann die
Beschreibung der Bewegung dieses Punktes (auch die-
jenige der Koordinaten des LAGRANGschen Systems) so
wie sie ein Beobachter im EULERschen System sieht. Die
Umkehrung wird durch die LORENTZ-
Transformation beschrieben. Variablen im EULERschen
System werden mit hochgestellter "0" bezeichnet solche
im LAGRANGEschen System erscheinen ohne Index.

ebenfalls

3.62 Invarianz im R*

Das Differenzial eines 4D-Ortsvektors dR, kann
mittels des zugehorigen Differenzials des 3D-Ortsvek-
tors dR;, des zeitlichen Vierervektors V = cu sowie des
Differenzials der Eigenzeit dt (bzw. der Bogenldnge ds)
dargestellt werden als:

dR, = dR; + dtV = dR; + dsu (3.6.1)
wobei fiir den Vierervektor V-V = —c? bzw. fiir seinen
normierten u - u = —1 gilt.

Invarianz im R* bedeutet:

dR, = dR; + dtV = dRY + dt° V{ = dRY (3.6.2)
dR, = dR; + dsu = dRS + ds® u) = dRY (3.6.3)
Es gilt ebenfalls VQ -V = —c?, bzw.ul - ul = —1 und

dt9 ist hier das Differenzial der Laborzeit t°. Die Vekto-
ren V und V¢ sind die (nicht normierten) Basisvektoren
der Zeitkoordinaten in den beiden Systemen. Fiir beide
gilt die Orthogonalitatsbedingung

V-dR; =0, V{-dRS = 0.

Weiter gilt die Invarianz des Betrages der Differenziale
(dR,)? = (dR3)? — c?(dr)? = (dR%)? — c?(dt°)? =

= (drY)’ (3.6.4)

3.63 Die Bewegung eines materiellen Punktes
Partikel "ruhen" im LAGRANGEschen System, bewegen
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sich aber gegeniiber dem EULERschen System (Labor-
system). Es gilt:
DR,

0
3_

Dt Dt

wobei V{ die Geschwindigkeit der LAGRANGEschen
Partikel gegeniiber dem Laborsystem ist. Als Folgerung
erhalt man

0
3

3:

1]

DR, DRY Dt°DRY Dt°
=Vat V= =——5=7-(V7+ V)

Dt Dt Dt Dt° Dt

Fiihrt man den charakteristischen Parameter A durch
A=Dt°/Dt (3.6.5)
ein, dann erhélt man fiir den Vierervektor V
V=AV2+V)) (3.6.6)
Wegen V-V = —c? = 22[(V?)? — ¢?] ergibt sich
A2 =1/[1-(V?/c)?] (3.6.7)

d. h,, ein bekanntes Ergebnis.

Im Folgenden wird dimensionslos gerechnet werden,
insbesondere wird verwendet:
u=A(ul +ud)

mitud = V?/c.

Damit wird 42 = 1/[1 — (u3)?].

(3.6.8)

3.64 Die allgemeine LORENTZ- Transformation

Im Allgemeinen bewegt sich ein beliebiger ma-
terieller Punkt (kein LAGRANGEsches Materieteilchen)
mit einer (Vierer-) Geschwindigkeit V; im LAGRANGE-
schen Kontinuum. Dieser Fall entspricht einer allgemei-
nen LORENTZ- Transformation.

Es wird von der Invarianz allgemeiner 4-
dimensionalen extensiven Grofden ausgegangen, und es
werden dann Zeit- und rdumliche Anteile betrachtet. Es
gilt zwischen LAGRANGEschem und EULERschem Sys-
tem fiir alle extensive Grofien, etwa auch fir E,,

E, = Ej (3.6.9)
Es wird zunachst der Projektionstensor P betrachtet.
Die Identitiatsdyade I, = P; — uu ist eine Invariante

I, =P;—uu=1I= PI—udu

und somit

P; = PI+ uu — udu).

Setzt man fiir u (3.5.8) ein, dann ergibt sich
P, = P+ 22(ud +ud)(ul + ud) — udu
und somit

Py =A% [%2?2 + udud + udul + uduf + (1 - %) ugug]
= 22[PY + (P9 x ul) x ud + udud + uu + (u)?uu]
bzw.

= 22[PY + ud x (ud x P9) + udu + uud + (u)?uud]
Es ist bei Verwendung von (3.5.8) tatsachlich P; -u = 0.

Dieser Tensor vermittelt die Projektion von
extensiven Grofden auf die rdumliche Basis. Er moge
LORENTZ-Tensor genannt werden und eine neue Be-
zeichnung erhalten:

L) = (3.6.10)
= 22[P + (P x uf) x u + udul + uuf

+ (u)?ufuf]



bzw.

L) = (3.6.11)

= 22[PY + ud x (u} x P?) + udud + uud + (u)?uduf |
Damit ergeben sich die raumlichen Anteile eines

4D-Tensors aus:

E, P, =E3 L3 (3.6.12)
wahrend sich die zeitlichen Anteile aus

E,-u=E} -u=E? 2(ul+uf) (3.6.13)
berechnen.

Zunachst wird ein 4D-Vektor A, betrachtet:
A=A, P;+ (A, w)u =
=A; +Aju =AY + Adu) (3.6.14)
Mit (8.11), (8.13) folgen der raumlicher Anteil zu
(A% — A%u?) + (A% x ul) xud +

+(A3 — AQu3) - uzug
sowie der zeitliche Anteil zu
A, - u=2A(A] + Ajug) - (u3 + ug)
Ay = A(AY -ud — AD) (3.6.16)
Dies ist die kovariante Form der allgemeinen eigentli-
chen LORENTZ-Transformation eines 4D-Vektors. Die
Anwendung der Transformation auf den 4D-Tensor
gemaf? (3.5.9) gestaltet sich ebenso.

Zum Beispiel gilt fiir den Nabla- Operator mit
mit AS = V9, AS = —09/0s° in (3.5.15)

A, LY =2

D 0 0
V4=V3—UE=V3 —uom
\E

(Vé’ +ug%) +ud x (ud x Vv +
= A2 s (3.6.17)
0 0 a 0,,0
+ (V3 + u3 m) Tuzug
£=7\(u0 VY +i) =?\i mits® =ct° (3.6.18)
Ds 373 7 950 Ds© h
wobei d/0s° die lokale partielle Ableitung und D/Ds°
die materielle Ableitung nach der Koordinate s im La-
borsystem sind. Wegen (3.5.5) ist A Dt = Dt%, somit
A Ds = Ds® mit
D

—:A(V“-V°+i)=k
Dt 373 7 ot0

D
Dt©

Die Umschreibung beider Ergebnisse in

ds = A(ds® — dRS - u)) (3.6.17)
0 1 0 0
dr =2 (dt ~ R} -v3) (3.6.93)

Im Spezialfall dass es sich um eine LAGRANGE-
sche Partikel handelt ergibt sich das o. a. Ergebnis, dann
namlich wenn es sich bei dR} um die Verschiebung die-
ser Partikel handelt und somit DR3/Ds® = u. Dann ist
ds = A(ds® — dR%-u?) = A2(1 —ud-ud)ds® und somit
ds = ds®/2 (A6.10)

Zur Ermittlung des raumlicher Anteils wird
(8.3) in folgender Form verwendet:
dR; = dR, — dsu = (dR} + ds® uf) —

—2%(ds® — dR%-u)(ud +ud) =

1
= 22| (@RS + ds® ud) — (ds° — dRY-uD (@) + ug)]

(1 — (u9)?)(dR3 + ds® ug) —
| —(ds® — dR3 - u)(ug + ug)
[(dRS — ds®u$) — dRS(u3)? + dRY - ugug]

= )2

=22
+(dR§ — ds°u)) - udu)

iR, = 22 (dRS — ds®u3) + (dRS x u2) x u +]
+(dR} — ds°u)) - udu}
(3.6.18)
bzw. nach Einfiihrung der Zeiten (3.6.19)

, | (@R = dt°VD) + = (dRS X V§) X V§ +

dR; =41 1
+5 (dRY — dt°VvY) - vV}

Dies ist die allgemeine LORENTZ-Transformation zwi-
schen einer vektoriellen Grofle im LAGRANGEschen
System und seiner Entsprechung im EULERschen Sys-
tem.

Man erkennt, dass der zweite Term Drehungen
beinhaltet und dass der dritte Term eine Komponente in
Richtung der Zeitachse des Laborsystems darstellt
(neu?).

3.66 Additionstheorem der Geschwindigkeiten
Dividiert man (8.11) durch ds = A(ds® — dRS - u?),
dann erhdlt man den Geschwindigkeitsvektor derjenigen
Partikel, die sich durch das sich ebenfalls bewegende
LAGRANGESsche Feld hindurch bewegt: (3.6.20)
DR; A

v, Ds  1—(DRY/Ds®)-uf

1 a 0 0 _ 40 0 0 0 0

(V§’+—2V§’ﬁ)+“g x (ud X V9) + (DR3/Ds u3)+0((D53/D05 ) 2“03) Xuz +

=22 ¢ T 1 3 (3.6.17) +(DR3/Ds” — u3) - uzug

+ (V30 + —2V30 _0) VIV Im Falle der Bewegung einer Partikel des Kontinuums
D P ¢ 65 ist DRY/Ds® = u3 und daher DR;/Ds = 0.
Ds = A (ug V9 + m) = ?\m (3.6.18) Fiihrt man anstelle der Bogenlingen der Weltli-

nie wieder die Zeiten ein, dann erhilt man mitds =
3.65 Die LORENTZ- Transformation der Differen- cdtund ds® = cdt® (3.6.21)
ziale DR; A

Skalare Multiplikation mit u liefert den zeitlichen Anteil:
dR, u=dR;-u+dsu-u=(dR}+ds’ul) -u =
0 —ds = A(dRY + dsud) - (ud + ud) =
= A(dRY - ul — ds®)
womit folgt
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Dt 1— (DRS/Dt0)- V0
1
(DRY/Dt° —V{) + = ((DRY/Dt%) x V) x V& +
1
+C—2(DRg/Dt0 —V9) - VIV?

Mit DR; /Dt = Uz und DRS/Dt° = U2 erhilt man (8.18)
28



1
1 (UQ—V§)+C—2(U§><V3°)><V§’+

Uy=——F—
P1-U-V)

+ (U3 = VD) - VIVg
Dies ist das beriihmte Additionstheorem der Geschwin-
digkeiten (in beachtlicher Verallgemeinerung).

Der Spezialfall V2 = V?i°

Die in der Literatur angegebenen Formeln fiir die
LORENTZ-Transformation beziehen sich meist auf den

Spezialfall VY = V2i°
dR,
(dRY — de°V2i®) + (dR° X VOi%) x V00 +
=22
+c_2 (dRY — dtOV,?iO) - V2i0V9

AY 1
(Ag - 7°v,9i0> + (A% x V0i%) x V0i® +
/12

1
+§< )yww

U; =In Komponenten des Laborsystems dargestellt ist
dies:

AY
A% -2 vgie

dR; -i° = 2%[dRY — dt°V?]
|, W
0 — 0 — AO
dR3] =2 1—C—2Ay—Ay
02
dR -kO:AZ[l—VL A% = A?
3 CZ Z vz
dR; - VQ = —2%[(A% — dtOVOVO ] = —A, - i°V?
AO
A, -i0 = 22 [Ag —?Ov;;]
02
A j® =221 - S-|AY =AY
02
A;-K®=2%[1—-2-|A% =AY,
0
A -V :—/12[<A0 —ﬁv‘))vﬂ] =—A,-i°V?
3 0 X C x X 3 X
. Uy —v2
U, IOZA—I—UOVO
UO
u .-o__[Uo 0300)] =z
3T =TT gove = (U 0R)) (1 = UovY)
UO
U; - k® = 500 [UO ug(vye ] —
3 UOV0 2( (V)% A(1 —U2V9)
y)
WO — = 0 _yo 0
Us Vo = 1—U§-V,?i°[c(Ux V")V"]

Die Transformation ist hiermit allerdings noch nicht
abgeschlossen. Sie ist es erst, wenn auch noch die Trans-
formation der Basisvektoren im bewegten System trans-
formiert worden sind.

Benutzt man im LAGRANGEschen System eben-
falls cartesische Koordinaten dann ist fiir den Vektor
A; =A,i+A)j+ A,kund man benétigt die Skalarpro-
dukte der Einheitsvektoreni-i%:j° u.s.w. Dies ist eine
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grofde Anzahl fiir welche entsprechend umfangreiche
Gleichungssysteme zu l6sen sind.

3.7 Ergdnzung: Kurzableitung fiir ein ideales Fluid
Abschlief3end soll am Beispiel eines idealen und kom-
pressiblen Fluids gezeigt werden wie leicht sich die hier-
fir zustandigen Gleichungen mittels der verwendeten
Methode speziell relativistisch und in LAGRANGEscher
Form ableiten lassen.

Es galt fiir die Hydro-Thermodynamik idealer
und kompressibler Fluide

Eys = —pl, — Huu (129
mit der volumenspezifischen Enthalpie
= p+E"+E, =H" +E,.
Anwendung der 4D-Divergenz ergibt zunachst
Vy Eys =—-Vyp -V, (Huu)
und mit
Du Dy H
V,: (Huu) = HD— Ds
ergibt sich
Dp Du DyH
V4-[E4’S=—V3p+au— Ds _ Ds = =Qus
Du (DyyH Dp
Vo Buy = <Wip— W= (=g ) u oV
da (hier ausnahmsweise) konventionell
Qys = —0V3
Die Enthalpie H als Summe ihrer Anteile eingesetzt gibt
Du
Vi Eyg=—-Vip— HE -

Der raumliche Antell ist

Du
HE =-V3p—0V;0

und der zeitliche
DiyE"  DyEo
—t—

Ds Ds
Beachtet man, dass die (volumenspezifische) Ruheener-
gie eine materielle Invariante ist, und geht man zu phy-
sikalischen Variablen iiber, dann ergibt sich

+pVy,ru=0

H DV DV Dy0V
T 0T T - VsPeVsd
Dy, E V.-V
Dr bVs
DyE, ,Dme
Dt Dt

wobei wegen E, = oc? die letzte Gleichung mit der Kon-
tinuitatsgleichung identisch ist.

Dies sind bekannte Gleichungen fiir diesen Spe-
zialfall, abgeleitet aus dem geometrisch erhaltenen An-
satz (1.2"): EULERsche Bewegungsgleichung, Erster
Hauptsatz und Kontinuitatsgleichung.

3.8 Wirbeldynamik

Sei ein asymmetrischer Tensor T, ;s gegeben durch
VDV DVV

Tygs =V,V-VV,=V;V-VV; —

¢ZDt ' Dtc?
wobei verwendet wurde



Va= Vs~ oy

Schreibt man
VsV —VVs=Ff - €
mit der Umkehrung
1
= E(V3V —VV3)ie3 =Vy XV

dann erhilt man

d
F3,us

V/ DV DVy\ V

—gd . |- -—=)=
T4,as_F3,us e3+¢:2( D‘[) ( D‘E)Cz
d DV
T4,as=(_

—)-e _(XFd —Fd X)
Dt 3 (,’2 3,as 3,as CZ
wobei man die Gleichung fiir den dualen analog zu
fritherem gleich hinschreiben konnte.

Die Standardversionen des asymmetrischen und
des zugeordneten dualen Tensors waren:

—_grd . _R* _ _
T4,as - F3,us €3 + c? F3,as F3,as c2

Td =F: . _ XFd _ Fd X
4,as — %3,as €3 c? 3,as 3,as c2

Divergenzbildung fiihrte hieraus zu den Glei-
chungen der MAXWELL-Physik

1. Asymmetrischer Tensor

];{é <F3 as) + V3 X F3 as = ~Quas " Ps3
Vs F;,as = _Q4—,as "V

2. Zugeordneter dualer Tensor

Vs F3,as =0

Der Allgemeinheit halber wurde die Existenz
eines Quellvektors Q, ,; zugelassen.

Bildet man die 3D- Divergenz der ersten Glei-
chung von 1., dann ergibt sich mit der zugehorigen zwei-
ten Gleichung
Dy (Quas°V
Br () =% Qs )

Integriert man dies iiber ein materielles Volumen, dann

ergibt sich eine interessante Beziehung zwischen den
beiden Komponenten des Quellvektors

ffj V() = ff o (@2
fff AV (Quas " u) = #do (Quas * P5)

Diese, auch den Quellvektor der Elektrodynamik betref-

fenden Beziehungen miissen dort diskutiert werden.
Setzt man nun in den Gleichungen 1. Und 2.

Fjos =—DV/Dt, F{ i =VyxV

dann folgt wegen 7

F3*,as : Féj,as = O

zunachst die Relation

(V3 xV)-(DV/Dt) =0

eine Relation, die bisher nicht aufgetreten war!

7 EsistTygs Thas = —(Fias * Filas)ls
r]I‘zl,as: Tg,as =0=-4 (Ff;as . F:;j,as) =0
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Die Gleichungen der Maxwell-Physik sind dann:
1. Asymmetrischer Tensor

Dy/1DV
S (Sp) * Vs X (T3 X V) = Qs P

DV
Vs (3o) = Quas v

Dt
2.Zugeordneter dualer Tensor

(W, x V) -V, x(

E) = 0 : Definitionsgleichung
V5 (V3 X V) =0 :Identitat

dies in der ersten Gleichung von 2. wegen
D)V DV ( \'&

Dt Dt Va3
aber auch wegen
V2

vV, X <V3 7) =0

Kennt man fiir ein physikalisches System eine
Gleichung fiir D;V/Dt, dann liefern die vorstehenden
Gleichungen, speziell diejenige fiir den Dualen, die be-
kannte Wirbelgleichung der Hydrodynamik in (erweiter-
ter) LAGRANGEscher Form.

Verwendet man die hier in Kapitel 2.4 abgeleite-
te leicht approximierte Form der EULERschen Bewe-
gungsgleichung im 2. Formelsatz

DV _ D F;
—=—UV3$+UV3'P§_S—U(% ) =

DV

>=__

—+ (V3V)-V = DV+
(VsV) -V = o

Dt

*
5

c2 c2

vF;

+V; x

X
vF3 UF3 s

+V3 X

-V
Dt c? cz 3 )
bzw. unter Verwendung der Kontinuitatsgleichung
DV N D (vF3,\ vF3g
D= — vV B+tu Vs - Py — Dr + A"
Damit wird
DV
V3 X (E) =-Vyu X V3§/B +
. D vF;

vy P3¢ — E + = A
bzw. mit der Definitionsgleichung in 2.:
D
D—‘t‘(v3 X V) = —Vyu X V5B +

. D

vV Pss — Do\ + A
Dies ist die konventionelle Wirbelgleichung, doch erwei-
tert durch einen auf Gravitation zuriickgehenden Term
—V3u XV;® = —v Vv X V3¢ und einen Term, der den
Impuls des Warmeflussvektors F; ¢ beschreibt.

Wir fiihren nun die folgenden Abkiirzungen ein:
Vs xV=1Z

Dann lauten die Formelsitze 1. und 2.
1. Formelsatz

Dy /A

=5 )+v3><z Qs s
v3 A= Q4,as )

bzw. nach Divergenzbildung
% Q4,as 'V

(

2. Formelsatz (konventionelle Wirbelgleichung, folgte
aus dem Dualen Tensor ’]I‘Z_as, der quellenfrei war).

):Q4,as'g)3

Dt c?



(Fortsetzung: Aussagen tUber zusatzliche Zusammen-
héange)

3.9 Allgemeine Betrachtungen

In der Arbeit wird ein Kontinuum betrachtet, d.h. es soll
sich um ein System von sehr vielen individuellen LAG-
RANGEschen Teilchen handeln, so wie in der LAGRAN-
GEschen Form der 3D- Hydrodynamik. Doch umfassen
die Betrachtungen jedoch alle sonst denkbaren Viel-
Teilchensysteme die sich so wie ein Fluid verhalten. Man
konnte beispielsweise auch an die Gesamtheit der Men-
schen auf der Erde denken. Dann wiirden die bisher
abgeleiteten Gleichungen in der Soziologie eine Rolle
spielen.

Die ,Individuen“ bewegen sich im 3D- Raum
und zusatzlich auf der vierten Koordinate s (im Sinne
wachsender s-Werte: Zweiter Hauptsatz) in ,Richtung”
des Tangentenvektors u. Dabei stehen sie alle in nichtli-
nearer Wechselwirkung (wie in der 3D- Hydrodynamik).
Diese Wechselwirkungen werden durch den 3D- Tensor
IP; s beschrieben. Hierfiir liefert die vorliegende Theorie
prinzipiell keine Hinweise (statistische Mechanik?). Eine
zwangsweise Folge hiervon ist das Auftreten von Ener-
giedissipation welche zu inhomogenen energetischen
Feldern fiihrt. Zum Ausgleich derselben werden Energie-
flussprozesse ausgelost. Dies sind die Vektoren F; ; ge-
maf} der Ausgangsgleichung
Tus = P3s — (uFs; + F35u) — Euu
An Gleichungen zur Beschreibung der Entwicklung des
Systems stehen dann zur Verfiigung: vektorielle Impuls-
gleichung und skalare Energiegleichung zusammen mit
der vektoriellen (Entropie-) Gleichung fiir F; ; /T und der
skalaren Entropie Gleichung und der > 0 - Bedingung.

Literatur
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In der Arbeit wird ein Kontinuum betrachtet, d.h. es soll
sich um ein System von sehr vielen individuellen LAG-
RANGEschen Teilchen handeln, so wie in der LAGRAN-
GEschen Form der 3D- Hydrodynamik. Doch umfassen
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die Betrachtungen jedoch alle sonst denkbaren Viel-
Teilchensysteme die sich so wie ein Fluid verhalten. Man
konnte beispielsweise auch an die Gesamtheit der Men-
schen auf der Erde denken. Dann wiirden die bisher
abgeleiteten Gleichungen in der Soziologie eine Rolle
spielen.

Die ,Individuen“ bewegen sich im 3D- Raum
und zusatzlich auf der vierten Koordinate s (im Sinne
wachsender s-Werte: Zweiter Hauptsatz) in ,Richtung”
des Tangentenvektors u. Dabei stehen sie alle in nichtli-
nearer Wechselwirkung (wie in der 3D- Hydrodynamik).
Diese Wechselwirkungen werden durch den 3D- Tensor
IP; s beschrieben. Hierfiir liefert die vorliegende Theorie
prinzipiell keine Hinweise (statistische Mechanik?). Eine
zwangsweise Folge hiervon ist das Auftreten von Ener-
giedissipation welche zu inhomogenen energetischen
Feldern fiihrt. Zum Ausgleich derselben werden Energie-
flussprozesse ausgelost. Dies sind die Vektoren F; ; ge-
mafi der Ausgangsgleichung
Tys = P3s — (uFs4 + F35u) — Euu
An Gleichungen zur Beschreibung der Entwicklung des
Systems stehen dann zur Verfiigung: vektorielle Impuls-
gleichung und skalare Energiegleichung zusammen mit
der vektoriellen (Entropie-) Gleichung fiir F; ; /T und der
skalaren Entropie Gleichung und der > 0 - Bedingung.

Bookkeeper-Equations
( Vector-equations)
V, T, =-®,

Tys = P3s — (uFs + F35u) — Euu

Thas = Fﬁas "€z + (UF3,as - F3,asu)

Thas = Faas " €3— (WF§gs — Figou)

Ths = PYs — (uFY + F2u) — EPuu

wobei die zusammengesetzten Feldgrofien sind:
P35 = (F3,as F3 o5 + F3d,as Fﬁas) —EPP;

F?],?s = F3,as X F??,as

2EP = (Fy05)° + (Flys)’

Manager-Equations
(Vector-equations)
Vy Zy =—D,

Zys = Ry — (uS34 + S3,u) — Suu

Lyqas = Sg,as "€t (us3,as - S3,asu)

Zg,as = S3,as " E€3— (ll Sg,as - Sg,asu)

ZRs = R3; — (uSd + S2,u) — SPuu

wobei die zusammengesetzten Feldgréfien sind:
RY = (S3,us S34s + Sg,as Sg,as —SPP,

SSD,s = S3,as X S(Si,as
250 = (S345)" + (S%as)’”

The connection with the bookkeeper equations is ob-
tained by introducing an integrating denominator 0



0 g 0
P, F; E
RS'S_EI S3=6, S=6
Z, 1\ Z, @,
V, —=0(V,= | ———
* e ( * @) e ©0
Z4,5 — IP3,S _ (ll F3,s + F3,s ll) _ Euu
Q] (0] (0] Q] (0]
Z4 as FE(li as F3 as F3 as
- . e 20 2
o o o7V (“ o o “)
Zg,as — F3,as i —(u F??,as _ F3d,as u
0 e 3 0 0
LR, F)  Fi

=]P)?'S— u +—=u |- SPuu
(¢] (¢} (¢} C]

wobei die zusammengesetzten Feldgrofden sind:

Pg,s _ F3,as F3,as F??,as F??,as _ SDfP
® 0 o O o 3
SD _ F3,as F??,as
70 0

ZSD=(

2
F3,us)2 + Féi,as
Q] 0]

Bookkeeper-Equations
(Vector-equations)

vV, T, =—-®,
_V4'T4,s=
D F
S R, - Vau—V, Py, +
Ds ’ ’
P3+
+(EP3s—P )-D—u
3 3,s Ds
+( Ds +V;-F3,—P3 :Vau+ ZFS'S'E)HZ

= Q4,s “P3 — (Q4,s ' u)u

v4- ' T4,as =
_ DIIFS,as
a ( Ds
= _Q4,as "Ps + (Q4—,as ' u)u

V3 X Flas) - P3 = (3 Fge)u =

—V4 ! Tg,as =
Dy; F§
= ( DS"‘S + Vs X Fyg0 | Py — (V5 Fip)u=0
_ V4 . TE,S —
D, FP
—po=+ B Vau = Vs PR,
= S D 'T3 +
+(EPP; — FY) —
S/ Ds
+< Ds +V;- FQS—]P’3D_S:V3U+2F3?S-E u=

—NnD _—
= Q4,s = Q4,as ) T4,as

Manager-Equations
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(Vector-equations)

V, Z, = -,

Ly 1N Z, @,
V, 2=0(V,=) ———2
) (49) ® 0

Z4-5
-V, — =

0

Dy Fss) F3 (

- 2 '.v _V
[Ds\e )t g VsU Vs
- +(E? ]13’3_5) Du

"% o0/ Ds

DIII E F3s IP3S

)+ () - (5) e
N Ds(@) 3'o VARG

F; ¢ Du
+2 —
® Ds
N Z, @,
—(‘@ 46)6 F) Ps—
1N Z, @,

‘((‘@(‘746)'6*3) “)“

Z
v4. Z)as:

—QuasPs + (Q4.as ) u)u

Zg,as _
-v, T —

DII F:gas (FS as) F’gas
— (= Vo x (22) )Py — [ Vs | =
Ds( o )T 7o 3 *\ e

@ |(r0

Dur (B | Fs g uv, . (Fa
Ds\ © e 3 3 \e

B (5. _FR) Du
@ % o) Ds
DIII ED FBPS ]P)]’a’)s
— =) +V;- [=|——:V 2
+<Ds o)t \9) 0 T
z3
= Qz]is = Q4,as ) F’S
Sei
Ly
A, =A;+Au=V, -T,bzw. V, )
Divergence-equations
(Scalar equations)
V, A, = Ds + Vs Az + A, "Ds

,Vorticity- equations”
(Tensor- equations)

DII F3 as) F??as (F3 us)
— (&) v, x ([ 2Z) )Py — (v, (=
Ds( 0 377 37\ e )Y

P3+

FY; Du

® Ds

1
(V,A,— AV, = 7 (VAL — AV, 0 €4



Du
Ds Ao Ds) €
—uf[(V; x A3) + Ao(vs uw)] +
+[(V3 X A3) + Ag(V;3 X w)]u

DA,
=~

Z4,5 — IPS,S _ (ll F3,s F3,s ll) _ Euu
Q] (0] (0] Q] Q]
Z4 as FE(li as F3 as F3 as
as _ a5, e as "3,
o o o7V (“ e o “)

d d d
Z4,as _ F3,as F3,as F3,as
E&—|lu—————u

® 0 0 0

ZRs  PY ng E3
S S 238 4 73S —SD
0 o @ + 0 u uu

DIII (F3 s) F3S (]P) s)
(23, Vou—V
ps\e/)te Vsu Vs ()"

+(E? ]13’3_5) Du
"% o0/ Ds

Dy (E F3s) (Pss)
i)y, (22 - S) .y
Ds (@) +Vs ( 0 N ARE

?3+

u=

1 D D(l)E+1v ‘Fa,+V (1) F
® Ds ' Ds\@ @ 3 3T T8 \g) 3
P, F;, Du -
_ S IR v/ 2 =5~
(@) Ut 29 Ds

(0(vg) 52~ %) u=
(o(rig) (& +5%) -
=@(v31) Fas | DR(E)E_"’“

0
Dy, E F;; Du_ @,
+V; F3s—Pyg:Vau+ 2 @s-DS @S-

das ist die richtige Energiegleichung

*-u)

0

%(Fsrs)_v .(%):
Ds \ © 3 \e

1 4, Ps
-a(s.3)- () (5
F3, Du @,,
® Ds O B

D (Fs.s
Ds \ ©

N
P
%
<
w
=
<
w
—_—
~
w
%
N
+
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Ly 1\ Z, @,
V, —==0(V,=) ——
e (49) ® 0
1 7, @
=50 o - %

und fur = die Gleichung fiit T verwenden

Z4,5 _ IP)3,5 ( F3,s F3,s ) E
- u

o © o "o V) o™
Lias _ Fas . +(qu.as_@u)
e o 3 0 0
Zg,as _ F3,as F?:j,as F3d,as
o "o 3‘(“ 0 _T“>
D D D
Zg)'sngs— (u%+Fé)su> SPuu
8

8 Entstehung 1978/79 nach Erscheinen des Buches: D. Mihalas:
"Stellar Atmospheres". Freeman, San Francisco (1978). 1979/80:
Manuskript eingereicht fiir Beitrdge zur Physik der Atmosphire,
Heft 2, 1980, K. H. Hinkelmann- Heft.(65. Geb.). Nach nicht
akzeptierten Anderungswiinschen von Gutachtern, Verzicht auf
Veroffentlichung an dieser Stelle.1980 (Februar). DMT 80: Poster:
"Uber Grundlagen der meteorologischen Strahlungs- Hydrodyna-
mik". Verdff. Annalen d. Met. (Neue Folge), Nr.15, Offenbach a.
M. 1980. 1982/83 (WS): Vorlesung: "Relativistische Strahlungs-
hydrodynamik" (Ausarbeitung durch D. Carius). 1992 (Nov.):




Als Erganzung geben wir noch eine ,anschauliche” Ver-
sion dieser Gleichungen an:

Du

Vs ( Pys—uFs) =F3,-Vau+ Exg (1.19a)
Du

V,(F35 +uE) = P53 :Viu—Fyy "B (1.20a)

wobei spiter P3;;—uF3; = P3;;— VF3; als totaler
Impulsflusstensor und F3 ¢ + VE als totaler Energiefluss-
vektor interpretiert werden konnen.

Als weitere Ergianzung bemerken wir, dass in
(1.20) auf3er dem ersten Term der linken Seite die ande-
ren Terme keine Zustandsfunktionen bilden.

Mittels eines sog. integrierenden Nenners 6
fithren wir deshalb in Hinblick auf die spater zu behan-
delnden Entropiegleichungen konventionell die Zu-

standsfunktion S (Entropie) gemaf3

Dy E DS
=0 1.21

Ds Ds ( )
ein und erhalten aus (1.20) hierfiir die Bilanzgleichung
(1.22)
Dy S 1 Du

Ds +V3:83,=—S3¢" 9V39+ R3:Vau— 283 Ds
wobei

F P

S35 =—2 und Ry, = T3 (1.23)
Bis auf den letzten Term der rechten Seite stellt sich

Du) >0

Ds/ —

Die beiden ersten Terme sind (hier noch strukturell) als
positive Quellterme der skalaren Entropie S bekannt.

Man kann mit Gleichung (1.19) ebenso verfah-
ren: Division durch 8

1
Q) = ) (— S35 V30 + Pyg:Vou—2F; -

E Du 1

(3Ps—Ras) pe—3Var Py
1Dy F

+(e ‘B 38 Sy, Vau ) 0
liefert mit
1DyFss _DuSss , . 1D6
0 Ds Ds 359 Ds

1 1
§V3 ’ ]P3,s =V;- Rs,s + Rs,s '6V39
zunachst

E Du 193,
(575~ Ras) o= Vo Ryg + (F222 45, - Tu) =

1D6 1

= S“GD +R3- 9V39

und schlieRlich, etwas umgeformt:

Vortrag im Rahmen der C. F. Gaul} -Professur der Akademie der
Wiss. und der Universitit Gottingen: "Uber Grundlagen der relati-
vistischen Physik der Fluide, formuliert auf der Basis von C.
Eckarts Dekompositionstheorem". 1993: Vortrag: "Geometrisie-
rung der Physik der Fluide- Relativistische Thermo- Strahlungs-
Elektro- Magnetohydrodynamik". Arbeitskreis Theoretische Mete-
orologie, Kloster Heiligengrabe, 27. September/1. Oktober. 1995:
Vortrag: ,Die geometrische Grundstruktur der (gesamten) klassi-
schen Theoretischen Physik®. Arbeitskreis Theoretische Meteoro-
logie, Hotel Tann, Klobenstein/Ritten, Stidtirol, 14. Bis 18. Sep-
tember. 2010: Vortrag: ,,Strahlungs- Hydrodynamik®. Arbeitskreis
Theoretische Meteorologie, Kloster Schontal 5. bis 10. Oktober.
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Dms3 s
Ds

1 D6 Du
=5 (=Ssepe + Pas V50 Pss) oc)

Dies konnte man als eine Gleichung fiir den Entropie-
Flussvektor S; ¢ auffassen.
Zusammen mit (1.22), d. h.

ALY vgu) Vi Ry, = (1.24)

1
—6(}3303 -

DIIIS

Ds
1 Du

= 6 <— S3,s ' V39 + ]P3,S: V3u E)

waren diese Gleichungen - bis auf die rechten Seiten -

auch aus der 4D- Divergenz des 4D- Tensors Z, ; hervor-

+V;3-8;, =

- 2F3,S "

gegangen, d. h. aus

— T4,s — IP3,5 _ (Ll F3,s F3,s u) —Suu =
e 8 8
= R?;,S - (us3,s + S3_su) — Suu (1.25)
v4 ' Z4,s = _Q4,s
allerdings unter Erganzung durch den 4D- Quellvektor
Qus = Qa5 P3 — (Q4,s ’ u)u =
1D6 E\ Du

1
( SSSGD +]R3S-9V39+<

5)s) s -
1
(=8, Lw20)u
Man beachte, dass E/6 # S, da S durch (1.21) definiert
war.

06/ Ds

Gleichungen (1.19) fiir den ,Impuls®, (1.20) fir
die ,Energie“, (1.24) fiir den ,Energiestromvektor” bil-
den bei Vorgabe der nichtlinearen Wechselwirkungen

IP; ¢ zusammen mit thermodynamischen Zustandsgro-
Ben, die durch den integrierenden Nenner 6 eingefiihrt
werden konnen, bereits ein geschlossenes System zur
Bestimmung der unbekannten. Gleichung (1.22), in der
Form
DS

Ds
1 Du

= 6 <— S3,s ' V39 + ]P3,S: V3u E)

geschrieben, erinnert bereits an den Zweiten Hauptsatz

wenn gefordert wird dass die rechte Seite der Gleichung

stets > 0 sein muss und damit eine Richtung der Vor-

+V;3-8;, =

- 2F3,S "

gange bestimmt wird.



